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• Instructor: 李建中

• Room: A41
• Office: 科技大厦，6007房间
• Telephone: 86415827
• Email: lijzh@hit.edu.cn
• Office hours: Wed. 4:00-6:00
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• TA: 王宏志
• Office: 科技大厦, 6011房间
• Telephone: 86415872-19
• Office hours: Wed. 4:00-6:00
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1. Please try to be on-time to class.

• When you come in late, 
you disrupt your class.  As 
a general rule, if you are 
more than 10 minutes late, 
you should not enter the 
classroom.
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2. Please do not talk while in 
class except to raise questions.

3. You should not do things during class that 
disrupt the class or distract your classmates.
If you have a pager or cellular phone, turn if 
off when you are in class.

4. Please pay attention to the signs 
that tell you not to eat or drink in 
the classrooms.
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3. Cheating will be punished.
• You should not copy assignments, 

projects, or allow your work to be 
copied by others. Cheating in 
exams are forbidden. Each must 
do his/her own work. 

• You will get zero mark for the 
work if caught cheating for the 
first time. For the second time, 
you will FAIL the course and be 
reported to the University.
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• Class News 
• Will be posted by Emails 

• Class Materials
• Reading in Design and Analysis 

of Algorithms
• Homework

• Must be submitted by emails on time
• Grading

• Final Exam (Written Test):  100% 
• Homework will be considered

Information about ClassInformation about Class
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Computable Problem Space

What do we Learn?What do we Learn?

Non-NP

NP

PP

NPNP--CC

NPNP--HH
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Chapter 1.  Introduction
– 1.1  Role of Algorithms in Computer Science
– 1.2 Algorithms
– 1.3 Analyzing Algorithms
– 1.4 Designing Algorithms

Chapter 2. Mathematical Foundations
– 2.1 Growth of Functions
– 2.2 Recurrences
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Chapter 3. Sorting and Loop Invariant Proof
3.1 Heap Sort
3.2 Quick Sort
3.3 Sort in Linear Time
3.4 Medins and Order Statistics
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Chapter 4. Divide-and-conquer Algorithms
4.1 Elements of divide-and-conquer
4.2 Multiplication of Integers
4.3 Multiplication of Matrices
4.4 Finding the Closest Pair of Points
4.5 Finding the Convex Hull



© DB-LAB (2003) 3

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E

Chapter 5. Dynamic Programming
5.1  Elements of Dynamic Programming
5.2  Matrix-chain multiplication 
5.3  Longest Common Susequence
5.4  凸多边形的三角剖分
5.5  0/1 Knapsack  Problem
5.6  The Optimal binary search trees
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Chapter 6.  Greedy Algorithms
6.1  Elements of Greedy Algorithms 
6.2  An activity-selection problem
6.3  Huffman codes 
6.4  Theoretical foundations of Greedy 

Algorithms
6.5  A task-scheduling problem
6.6  Minimal spanning tree problem 
6.7  Single-source shortest path problem
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Chapter 7. Amortized Analysis
7.1 The aggregate method
7.2 The accounting method
7.3 The potential method
7.4 Dynamic tables
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Chapter 8. Searching Strategies
8.1  Motivation of Tree Searching 
8.2  Basic Tree Searching Strategies
8.3  Optimal Tree Searching Strategies
8.4  Personnel  Assignment Problem 
8.5  Traveling Salesperson Problem
8.6  The A* Algorithm
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Chapter 9. Theory of NP-Completeness
9.1  NP Problems
9.2  Cook’s Theorem
9.3  NP-Complete Problems
9.4  NPO Problems
9.5  Random Turing Machine
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Chapter 10. Approximation Algorithms
10.1  Introduction 
10.2  The Vertex-cover Problem
10.3  The Set-covering Problem 
10.4  The Traveling-salesman Problem
10.5  Randomization and Linear   

Programming 
10.6  The Subset-sum  Problem
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Chapter 11. Random Algorithms
11.1 Introduction to Randomized Algorithms
11.2  Randomized  Numerical Algorithms
11.3  Randomized Selection Algorithm
11.4  Randomized  Sorting Algorithm
11.5  Randomized  Min-Cut Algorithm
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Chapter 12.  On-Line Algorithms
12.1  Introduction to  On-line Algorithms 
12.2  On-line Euclidean Spanning Tree Problem
12.3  On-line Algorithm for Convex hull prob.
12.4  Randomized On-line Algorithm for MST
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1. STOC: ACM Symp on Theory of Computing
2. FOCS: IEEE Symp on Foundations of Computer 

Science
3. COLT: Computational Learning Theory
4. LICS: IEEE Symp on Logic in Computer Science
5. SCG: ACM Symp on Computational Geometry
6. SODA: ACM/SIAM Symp on Discrete Algorithms
7. SPAA: ACM Symp on Parallel Algorithms and 

Architectures
8. PODC: ACM Symp on Principles of Distributed 

Computing
9. ISSAC: Intl. Symp on Symbolic and Algebraic 

Computation
10. CRYPTO: Advances in Cryptology
11. EUROCRYPT: European Conf on Cryptography
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第一章

算法设计与分析overview
李建中

数据与知识工程研究中心
计算机科学与技术学院

1.1  Role of Algorithms in 
Computer Science

1.2  Concepts of Algorithms1.2  Concepts of Algorithms
1.3  Analyzing Algorithms 1.3  Analyzing Algorithms 
1.4  Designing Algorithms1.4  Designing Algorithms

提要

1.1  Role of Algorithms in    
Computer Science

• 算法是计算机科学的主题

• 计算机科学体系

• 算法设计分析的地位

• 算法设计与分析的意义

• 算法是计算机科学的主题

• 计算机科学体系

• 算法设计分析的地位

• 算法设计与分析的意义

• 70年代前
– 计算机科学基础的主题没有被清楚地认清

• 70年代
– Knuth出版了《The Art of Computer Programming》

– 以算法研究为主线确立了算法为计算机科学基础的
重要主题

– 1974年获得图灵奖

• 70年代后
– 算法作为计算机科学核心推动了计算机科学技术飞技术飞

速发展速发展

算法是计算机科学的重要主题

计算机科学技术的体系计算机科学技术的体系

• 解决一个计算问题的过程

可计算否可计算否

能行可计算否能行可计算否

软件系统软件系统

用计算机语言实现算法用计算机语言实现算法

设计与分析算法设计与分析算法

可计算理论可计算理论

计算复杂性理论计算复杂性理论

算法设计与分析算法设计与分析

数据结构与程序设计数据结构与程序设计

编译、OS、…编译、OS、…

• 可计算理论
– 计算模型

– 可计算问题/不可计算问题

– 计算模型的等价性--图灵/Church命题

• 计算复杂性理论
– 在给定的计算模型下研究问题的复杂性

• 固有复杂性

• 复杂性下界

• 平均复杂性

• 复杂性问题的分类: P=NP?
• 抽象复杂性研究
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• 算法设计和分析
– 设计算法的理论、方法和技术

– 分析算法的理论、方法和技术

– 具体问题的算法设计与分析

• 计算机软件
– 系统软件

– 工具软件

– 应用软件

1.2  1.2  Concepts of AlgorithmsConcepts of Algorithms

算法的定义

问题的定义

算法的实例

算法的定义

问题的定义

算法的实例

算法的定义算法的定义

定义1 (计算) 可由一个给定计算模型

机械地执行的规则或计算步骤序列称为该

计算模型的一个计算.

– 注意

• 一个计算机程序是一个计算（计算模型
是计算机）

• 计算可能永远不停止——不是算法

定义2(算法)算法是一个满足下列条件
的计算：：

终止性：有限步内必须停止，
确定性：每步都是严格定义和确定的动作,
能行性：每个动作都能被精确地机械执行，
输入：具有满足给定约束条件的输入，
输出：产生满足给定约束条件的结果..

• 直观地说，算法如下图所示：

• 最早的算法是欧几里德“求最大公因子算法”

F输入 输出
算法的目的是求解问题。

什么是问题？

定义3 (问题) 设Input和Output是两个集合. 
一个问题是一个关系P⊆Input×Output，Input称
为问题P的输入集合，Input的每个元素称为P
的一个输入，Output称为问题P的输出或结果
集合，Output的每个元素称为P的一个结果.

– 注意

• 问题定义了输入和输出的关系

例.  SORT问题定义如下
输入输入: : InputInput={<={<aa11,,……,a,ann>|>|aaii是整数是整数}}

输出输出: : OutputOutput={<={<bb11,,……,,bbnn>|>|bbii是整数是整数, , bb11≤≤……..≤≤bbnn}}

问题问题: : SORTSORT={(<={(<aa11,,……,a,ann>,<>,<bb11,,……,,bbnn>)|>)|

<<aa11,,……,a,ann>>∈∈InputInput, , 

<<bb11,,……, , bbnn>>∈∈OutputOutput,,

{{aa11, , ……, a, ann}={}={bb11, , ……, , bbnn}}}}
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定义4(问题实例). 问题P 的一个实例是

P 的一个二元组.

– 注意

• 问题是一个二元组集合，问题实例是
一个二元组.

• 一个算法求解完整的问题，而不是仅
求解一个问题的一个或几个实例.

算法示例算法示例

• 问题定义
– Input={<a1,....,an> | ai是整数}
– output={<b1,....,bn> | bi是整数,且b1≤...≤bn}
– P={(<a1,...,an>,<b1,...,bn>)⏐<a1,...,an>∈Input,     

<b1,...,bn>∈output, {a1,...,an}= {b1,...,bn}}
• 算法的思想

– 扑克牌游戏

AA[[1,......,n1,......,n]] = 5,2,4,6,1,3= 5,2,4,6,1,3
AA[[1,......,n1,......,n]] = 5= 5
AA[[1,......,n1,......,n]] = 2,5= 2,5
AA[[1,......,n1,......,n]] = 2,4,5= 2,4,5
AA[[1,......,n1,......,n]] = 2,4,5,6= 2,4,5,6
AA[[1,......,n1,......,n]] = 1,2,4,5,6= 1,2,4,5,6
AA[[1,......,n1,......,n]] = 1,2,3,4,5,6= 1,2,3,4,5,6

• 算法描述

– Insertion-sort(A)
– Input:  A[1,.....,n]=n个数

– output: A[1,.....,n]=n个sorted数
– FOR j=2  To n  Do
– key←A[j];
– i←j-1
– WHILE i>0 AND A[i]>key  Do
– A[i+1]←A[i];
– i←i-1;
– A[i+1]←key;

2   3   4  1    7   9   8
j

i

Quistion: 
If input is n sorted number, 

how many comparisons do we need to do?

1.3  Analyzing Algorithms1.3  Analyzing Algorithms
算法的正确性分析

算法的复杂性分析

算法的正确性分析

算法的复杂性分析



© DB-LAB (2003) 4

算法的正确性分析

定义5 (算法正确性). 一个算法是正确的，

如果它对于每一个输入都最终停止,而且产生正

确的输出.

– 什么算法是不正确算法？
①在一个或多个输入上不停止

②对所有输入都停止，但对一个或多个输入产生不正

确结果

– 什么近似算法/随机算法的正确性？
①对所有输入都停止

②产生近似正确的解/产生不多的不正确解

• 为什么要进行正确性证明?
– 调试程序=程序正确性证明？

程序调试只能证明程序有错!

不能证明程序无错误!!

• 如何证明算法的正确性？
– 证明算法对所有输入都停止

– 证明对每个输入都产生正确结果

• 近似算法的正确性分析？
– 证明算法对所有输入都停止

– 分析算法的误差/获得正确解的概率

算法的复杂性分析

• 目的
– 分析算法对不同输入所需资源量

• 复杂性测度：
– 时间、空间、I/O等
– 是输入大小的函数

• 用途：
– 为求解一个问题选择最佳算法、最佳设备

• 需要的数学基础
– 离散数学、组合数学、概率论、代数等

• 需要的数学能力
– 建立算法复杂性的数学模型
– 数学模型化简

定义6 (输入的大小). 设Input是问题P的
输入集合，P的输入大小是一个函数

F：Input→N，N是正整数集合.

–示例：
• 排序问题的输入大小?

• 矩阵问题的输入大小?

• 图论问题的输入大小?

定义7 (时间复杂性). 一个算法对特定输

入的时间复杂性是该算法对该输入产生结果

需要的原子操作或“步”数

– 注意

• 时间复杂性是输入大小的函数

• 我们假设每一步的执行需要常数时间, 实际
上每步需要的时间量可能不同. 

定义8 (空间复杂性). 一个算法对

特定输入的空间复杂性是该算法对该

输入产生结果所需要的存储空间的大

小.
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定义9 (最坏复杂性). 设Input是问题P的输
入集合，Complexity(Y)是求解P的实例X的算
法A的复杂性函数，Y=Size(X)是确定P的实例
X的大小的函数，A的最坏复杂性是

Max{Complexity(size(y))⏐y∈Input}
定义10 (最小复杂性). 
Min{Complexity(size(y))⏐y∈Input}

定义11 (平均复杂性). 设y∈Input, y作为算
法A的输入出现的概率是py, A的平均复杂性为

∑
∈

×
Inputy

y yp ))(size(complexity

1.4  Designing Algorithms
算法的设计方法

算法的分析方法

算法的设计方法

算法的分析方法

算法设计方法

• Divide-and-Conquer
• Dynamic Programming
• Greedy Algorithms
• Approximation Algorithms
• Randomlized Algorithms
• Tree Searching Strategies
• On-Line Algorithms
• Genetic Algorithms
• Parellel Algorithms

算法的分析方法

• 不同的设计方法有不同的分析方法
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第二章

算法分析的数学基础

李建中
计算机科学与工程系
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阅读资料

《《Introduction to AlgorithmsIntroduction to Algorithms》》
•• 第三章第三章
•• 第四章第四章

《《Concrete MathematicsConcrete Mathematics》》
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2.1 计算复杂性函数的阶
2.2  标准符号和通用函数
2.3 和式的估计与界限
2.4 递归方程

提要
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2.1.1  同阶函数
2.1.2  低阶函数
2.1.3  高阶函数
2.1.4  严格低阶函数
2.1.5  严格高阶函数
2.1.6 函数阶的性质

2.1 计算复杂性函数的阶
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定义2.1.1. 设f(n)和g(n)是正值函数。如果
∃c1, c2>0,  n0 , ∀n>n0, c1g(n)≤ f(n)≤c2g(n)，则
称f(n)与g(n) 同阶，记作f(n)=θ(g(n))。

θ(g(n))可以视为如下集合：
{f(n) | ∃c1, c2>0,  n0, ∀n>n0, c1g(n)≤ f(n)≤c2g(n)}

即所有与g(n)同阶函数的集合

© DB-LAB (2003)
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用定义证明下列结论：

1.   f(n)=an2+bn+c=θ(n2)
2. 6n3≠θ(n2)

3.
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2.1.2 低阶函数集合

定义2.1.2. 设f(n)和g(n)是正值函数。如果
∃c>0,  n0 , ∀n>n0, f(n)≤cg(n)，则称f(n)比g(n)低
阶或g(n)是f(n)的上界，记作f(n)=O(g(n))。

O(g(n))可以视为如下集合：

{f(n) | ∃c,  n0, ∀n>n0, f(n)≤ cg(n)}
称为所有比g(n)低阶的函数

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E 思考题

用定义证明下列结论：

1.  n=O(n2)
2. 如果f(n)=θ(g(n))，则f(n)=O(g(n))

© DB-LAB (2003)
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定义2.1.3. 设f(n)和g(n)是正值函数。如果
∃c>0,  n0 , ∀n>n0, f(n)≥cg(n)，则称f(n)比g(n)高
阶或g(n) 是f(n)的下界，记作f(n)=Ω(g(n))。

Ω((g(ng(n))))可以视为如下集合可以视为如下集合：：

{{f(nf(n) | ) | ∃∃c,  nc,  n00, , ∀∀n>nn>n00, , f(n)f(n)≥≥cg(ncg(n))}}
称为所有比称为所有比g(ng(n))高阶的函数高阶的函数
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用定义证明下列结论：

f(n)=θ(g(n))  iff f(n)=O(g(n))且f(n)=Ω(g(n))

© DB-LAB (2003)
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定义2.1.4. 设f(n)和g(n)是正值函数。如果
∀c>0,  n0 , ∀n>n0, f(n)<cg(n)，则称f(n)严格比
g(n)低阶或g(ng(n))是是f(nf(n))的严格上界的严格上界，记作
f(n)=o(g(n))。

o((g(ng(n))))可以视为如下集合可以视为如下集合：：

{{f(nf(n) | ) | ∀∀c,  nc,  n00, , ∀∀n>nn>n00, , f(nf(n))<<cg(ncg(n))}}
称为所有比称为所有比g(ng(n))严格严格低阶的函数低阶的函数
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用定义证明下列结论：：

1.  2n＝o(n2)
2.  2n2≠o(n2)?
3.
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定义2.1.4. 设f(n)和g(n)是正值函数。如果
∀c>0,  n0, ∀n>n0, f(n)>cg(n)，则称f(n)严格比
g(n)高阶或g(n)是f(n)的严格下界，记作
f(n)=w(g(n))。

w(g(n))可以视为如下集合：

{f(n) | ∀c,  n0, ∀n>n0, f(n)>cg(n)}
称为所有比g(n)严格高阶的函数

© DB-LAB (2003)
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用定义证明下列结论：

1.  f(n)=w(g(n)) iff g(n)=o(f(n))
2. n2/2=w(n)
3. n2/2≠w(n2)?
4. 

© DB-LAB (2003)
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2.1.6 函数阶的性质

© DB-LAB (2003)
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2.1.6 2.1.6 函数阶的性质函数阶的性质((续续) ) 

© DB-LAB (2003)
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注意

所有函数都是可比的吗？

f(n)＝n 与 g(n)＝n1+sin(n) 可比吗？

© DB-LAB (2003)
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• Floor 和 Ceiling

• 多项式

2.2 标准符号和通用函数



© DB-LAB (2003) 4

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E

2.2.1 Floor和ceiling

© DB-LAB (2003)
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对于任意整数n,

© DB-LAB (2003)
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1. 线性和

2.3 和式的估计与界限

© DB-LAB (2003)
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2. 级数

© DB-LAB (2003)
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3. 和的界限

3/2 
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例例5.5.

例例6.6.

© DB-LAB (2003)
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• 递归方程: 递归方程是使用具有小输入值的相同

方程来描述一个方程.

2.4 递归方程

• 递归方程例: Merge-sort排序算法的复杂性方程

T(n)=θ(1) if n=1
T(n)=2T(n/2)+θ(n) if n>1.
T(n)的解是θ(nlogn)

© DB-LAB (2003)
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• Substitution方法:
– Guess first,
– 然后用数学归纳法证明.

• Iteration方法: 

– 把方程转化为一个和式

– 然后用估计和的方法来求解.

• Master方法: 

– 求解型为T(n)=aT(n/b)+f(n)的递归方程

求解递归方程的三个主要方法

© DB-LAB (2003)
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Substitution方法Ⅰ：联想已知的T(n)
例1. 求解2T(n/2 + 17) + n

2.4.1 Substitution方法

证明：用数学归纳法
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Substitution方法II：上挤下压

© DB-LAB (2003)
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Substitution方法III：变量替换
经变量替换把递归方程变换为熟悉的方程. 

© DB-LAB (2003)
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方法：

循环地展开递归方程，

把递归方程转化为和式，

然后可使用求和技术解之。

2.4.2  Iteration方法

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E ，T(1)=1

© DB-LAB (2003)
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2.4.3 Master method

© DB-LAB (2003)
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Master 定理

C<1是常数,,
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T(n)=θ(nlogba) T(n)=θ(f(n))

f(nf(n))

θ(f(n)lgn)

n ablog n ablog

n ablog nεn-ε

对于红色部分，Master定理无能为力
© DB-LAB (2003)
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© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E Master定理的使用

© DB-LAB (2003)
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地地 适适

© DB-LAB (2003)
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CS&E Master定理的证明

bi

© DB-LAB (2003)
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CS&E Master定理的证明(续)
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CS&E 引理引理22的证明（续的证明（续））

n ablog

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E 引理引理22的证明（续的证明（续））

θθ((f(nf(n)))) © DB-LAB (2003)

HIT
CS&E MasterMaster定理的证明定理的证明((续续))

© DB-LAB (2003)
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引理引理33的证明的证明

n ablog

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E MasterMaster定理的证明定理的证明((续续))
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CS&E MasterMaster定理的证明定理的证明((续续))

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E MasterMaster定理的证明定理的证明((续续))

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E MasterMaster定理的证明定理的证明((续续))

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E MasterMaster定理的证明定理的证明((续续) ) 

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E MasterMaster定理的证明定理的证明((续续))

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E 引引理理77的证明的证明
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CS&E 引引理理77的证明的证明

θ

© DB-LAB (2003)

HIT
CS&E 引引理理77的证明的证明
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第三章

Sorting and correctness proof 
with Loop Invariant

李建中
数据与知识工程研究中心
哈工大计算机科学技术学院
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3.1  Heapsort
3.2  Quicksort
3.3  Sort in Linear Time

提要

HIT
CS&E

参考资料参考资料

《《Introduction to AlgorithmIntroduction to Algorithm》》

Chapter 6, 7, 8Chapter 6, 7, 8
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3.13.1 HeapsortHeapsort
• Heaps
• Maintaining heap 

property
• Building a heap
• Heapsort Algorithm

• Heaps
• Maintaining heap 

property
• Building a heap
• Heapsort Algorithm

HIT
CS&E HeapHeap

• A heap is an array object that can be viewed as a 
nearly complete binary tree.

35

2 4 1

6
1

2 3

4 5 6

6 5 3 2 4 1

A

HIT
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35

2 4 1

6
1

2 3

4 5 6
6 5 3 2 4 1

A

• length[A]=size of the array A.
• Heap-size[A]=number of elements in the heap
• Heap-size[A] ≤ length[A]
• Parent(i)=⎣i/2⎦
• Left(i)=2i
• Right(i)=2i+1
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CS&E Two kinds of Heap
• Max-Heap

].[)](Parent[      
:property following  thesatisfiesroot 

 theother than  nodeevery  heap,-max aIn 

iAiA

i

≥

6 5 3 2 4 135

2 4 1

6
1

2 3

4 5 6

A

The largest element is at the root. 

HIT
CS&E

• Min-Heap

].[)](Parent[      
:property following  thesatisfiesroot 

 theother than  nodeevery  heap,-min aIn 

iAiA

i

≤

1 2 3 5 4 632

5 4 6

1
1

2 3

4 5 6

A

The smallest element is at the root. 

HIT
CS&E Maintaining the heap propertyMaintaining the heap property

• Max-Heapify(A, i)
– Input: array A and index i into A
– Output: makes the subtree rooted at A[i]

become a max-heap 
– Assume：

• two subtrees rooted at Left(i) and Right(i) are max-
heaps, but A[i] may not satisfy the max-heap property.

i
i

Right(i)Left(i)

HIT
CS&E

4

714

2 18

7

2 8 1

14

4

8 7

12

14

4

• Basic Idea

Max-Heapify(A, 2)

HIT
CS&E

• Algorithm
Max-Heapify( , )

Left( );
Right( );

if  heap-size[ ]  and [ ] [ ]
     then   l arg est
     else    larg est ;
if  [ ]  and  [ ] [ arg ]
     then  l arg est ;
if  larg est
     then be

A i
l i
r i

l A A l A i
l
i

r heap size A A r A l est
r

i

←
←
≤ >

←
←

≤ − >
←

≠
gin exchange [ ] [l arg est];

             Max-Heapify( , l arg est);           
A i A

A
↔

4

714

2 18

7

2 8 1

14

4
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• Time Complexity

lg   where - [ ]
Hence, Max-Heapify runs in time (lg ).
height n n heap size A

O n
= =⎢ ⎥⎣ ⎦

1

Let . Then  is the largest integer 
satisfying 1 2 2 ,
that is,   2 .  Hence, lg .

h

h

h height h
n

n h n

−

=

+ + + ≤

≤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
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• Lemma. Let n=length[A], then the elements in the 
subarray A[(⎣n/2⎦+1) .. n] are all leaves of the three.
Proof: Homework

Building a heapBuilding a heap

35

2 4 1

6
1

2 3

4 5 6

HIT
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• Idea of the algorithm
– The elements in A[(⎣n/2⎦+1) .. n] are 1-element heap
– The algorithm goes through the rest nodes of the tree 

and runs Max-Heapify on each one.

35

2 4 1

6
1

2 3

4 5 6

HIT
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• Algorithm

Build-Max-Heap( )
- [ ] [ ];

for [ ]/ 2   downto   1
    do  Max-Heapify( ,  );

A
heap size A length A

i length A
A i

←

←⎢ ⎥⎣ ⎦

4

714

2 18
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• 实例:  4  1  3  2  16  9  10  14  8  7
4

31

16 10

7

2 9

14 8
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4

31

16 10

7

2 9

14 8
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4

31

16 10

7

14 9

2 8
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16 3

7

14 9

2 8

10

HIT
CS&E

4

1

16 3

7

14 9

2 8

10
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4

16

1 3

7

14 9

2 8

10
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4

16

7 3

1

14 9

2 8

10
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16

4

7 3

1

14 9

2 8

10
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16

14

7 3

1

4 9

2 8

10
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16

14

7 3

1

8 9

2 4

10
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• Correctness proof by loop invariant
– Loop invariant:
在第i次循环开始之前, 节点i+1, i+2, ..., n皆为heap的根根..

• Proof by induction
–– Initialization: Initialization: 
第第11次循环开始之前，次循环开始之前，ii==⎣⎣n/2n/2⎦⎦ . . 节点节点⎣⎣n/2n/2⎦⎦ +1, +1, ⎣⎣n/2n/2⎦⎦+2, +2, ……, , 
nn 是叶是叶, , 于是皆为于是皆为 11--element heapelement heap的根的根. . 循环不变量为真循环不变量为真..

–– Maintenance:  Maintenance:  
设第i次循环开始时循环不变量为真, 即i+1, …, n皆为
heap的根. 算法Max-Heapify(A, i)使得i为heap的根. 
于是, 在第i-1次循环开始之前, i, i+1, …, n皆为heap
的根. 循环不变量为真.

• Termination:: i=0, 节点1, 2,…, n皆为heap根, 算法正确.

HIT
CS&E

Time complexity

0
running time # ( ) ( )

where # ( ) is the number of nodes
rooted at which the subtree has height .

height

h
node h O h

node h
h

⎢ ⎥⎣ ⎦

=

= ⋅∑

⎣ ⎦

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡=

==

+12
)(#

)(-   wherelg

h

nhnode

Asizeheapnnheight

Proof is Homework

4

31

16 10

7

2 9

14 8
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lg lg

1
0 0

2
0

( ) ( )
2 2

because
1/ 2 2

2 (1 1/ 2)

n n

h h
h h

h
h

n hO h O n O n

h

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+
= =

∞

=

⎛ ⎞⎡ ⎤ = =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠

= =
−

∑ ∑

∑
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•• Basic idea

HeapsortHeapsort AlgorithmAlgorithm

16

14

7 3

1

8 9

2 4

10

16  14  10  8  7  9   3   2   4    1
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1

14

7 3

16

8 9

2 4

10



zhang

兰州 6

HIT
CS&E

14

8

7 3

16
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1

8

7 3

16

4 9

2 14

10
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10

8

7 3

16

4 1

2 14

9
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2

8

7 3

16

4 1

10 14

9
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9

8

7 2

16

4 1

10 14

3
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2

8

7 9

16

4 1

10 14

3
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1

7

2 9

16

4 8

10 14

3
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7

4

2 9

16

1 8

10 14

3

HIT
CS&E

2

4

7 9

16

1 8

10 14

3
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4

2

7 9

16

1 8

10 14

3

HIT
CS&E

1

2

7 9

16

4 8

10 14

3
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7 9

16

4 8
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1

2

7 9

16

4 8

10 14

3
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2

1

7 9

16

4 8

10 14

3

HIT
CS&E

1

2

7 9

16

4 8

10 14

3
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•• Summary of the Basic idea
• Using Build-Max-Heap to build a max-heap on  

the input array A[1 .. n].
• Since the maximum element is at the root A[1], it 

can be put into its correct final position by  
exchanging it with A[n]

• Run Max-Heapify(A, 1) on A[1 .. n-1]
• Repeat the process until all elements are processed

HIT
CS&E

• Algorithm

for-end         
;)1(Heapify-Max                

;1][-][-                
];[]1[ exchange                

begin do        
2 downto  ][for     

);(Heap-Max-Buid    
)(Heapsort

A,
AsizeheapAsizeheap

iAA

Alengthi
A

A

−←
↔

←
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•• Time complexityTime complexity

for-end         
;)1(Heapify-Max                

;1][-][-                
];[]1[ exchange                

begin do        
2 downto  ][for     

);(Heap-Max-Buid    
)(Heapsort

A,
AsizeheapAsizeheap

iAA

Alengthi
A

A

−←
↔

←

每次O(lg n)

O(n)次循环

O(n)

Time complexity is O(nlg n)

HIT
CS&E

3.3.22 QuicksortQuicksort
• Idea of Quicksort
• Quicksort Algorithm
• Correctness Proof 
• Performance Analysis

• Idea of Quicksort
• Quicksort Algorithm
• Correctness Proof 
• Performance Analysis

HIT
CS&E Idea of Idea of QuicksortQuicksort

• Divide-and-Conquer
– Divide: 

• Partition A[p..r] into A[p..q] and A[q+1..r].
• ∀x∈A[p...q], ∀y∈A[q+1...r], x≤y.
• q is generated by partition algorithm.

– Conquer：
• Sort A[p...q] and A[p+1...r] using quicksort recursively

– Combine：
• Since A[p...q] and A[p+1...r] have been sorted, nothing 

to do

HIT
CS&E Quicksort Algorithm

QUICKSORT(A,p,r)
If p<r
Then q=Partition(A, p, r);

QUICKSORT(A, p, q);
QUICKSORT(A, q+1, r);

HIT
CS&E

• Example

ˆ3, 4, 2, 1, 5  8, 9, 7, 6

ˆ1, 2, 3, 4, 5  6, 7, 8, 9

HIT
CS&E

• Partition Algorithm
– Take x=A[r] as a pivot
– Classify other elements by comparing with x. 
– During the running of the algorithm, A is partitioned 

into 4 regions:

x
rjip

≤ x > x unrestricted

x
rji p
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x
rjip

≤ x > x unrestricted
>x

x
rjip

≤ x > x unrestricted

x
rjip

≤ x > x unrestricted
≤x

x
rjip

≤ x > x unrestricted

HIT
CS&E   2, 8, 7, 1, 3, 5, 6, 4 

  2, 8, 7, 1, 3, 5, 6, 4
  2, 8, 7, 1, 3, 5, 6, 4
  2, 8, 7, 1, 3, 5, 6, 4
  2, 1, 7, 8, 3, 5, 6, 4
  2, 1, 3, 8, 7, 5, 6, 4
  2, 1, 3, 8, 7, 5, 6, 4
  2, 1, 3, 8, 7, 5, 6, 4
  2, 1, 3, 4, 7, 5, 6, 8

i   pj

pi    j

r

r

r

r

r

r

r

r

r

pi          j

pi                 j

P    i                   j

p           i                    j

p           i                         j

p           i                               j

HIT
CS&EPartition( , , )

   [ ];
    1;
   for  to 1
      do if [ ]
             1;
             exchange [ ] [ ];
   exchange [ 1] [ ];
   return 1;

A p r
x A r
i p

j p r
A j x

i i
A i A j

A i A r
i

←
← −

← −
≤

← +
↔

+ ↔
+

  2, 8, 7, 1, 3, 5, 6, 4 
  2, 8, 7, 1, 3, 5, 6, 4
  2, 8, 7, 1, 3, 5, 6, 4
  2, 8, 7, 1, 3, 5, 6, 4
  2, 1, 7, 8, 3, 5, 6, 4
  2, 1, 3, 8, 7, 5, 6, 4
  2, 1, 3, 8, 7, 5, 6, 4
  2, 1, 3, 8, 7, 5, 6, 4
  2, 1, 3, 4, 7, 5, 6, 8

i   pj

pi    j

r

r

r

r

r

r

r

r

r

pi          j

pi                 j

P    i                   j

p           i                    j

p           i                         j

p           i                               j

Running time: Θ(n)
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• Correctness Proof
– Loop Invariant

At the start of the loop of lines 3-6 for any k
1. if  p ≤ k ≤ i, then A[k] ≤ x.
2. if i+1 ≤ k ≤ j-1, then A[k] > x.
3. if  k=r, then A[k]=x.

– Initialization:
Prior the first iteration: i=p-1, j=p, condition 1 and 2 are 
trivially satisfied. Line 1 make condition 3 true.

x
rjip

≤ x > x unrestricted

x
rji p

HIT
CS&E

– Maintenance:

x
rjip

≤ x > x unrestricted
>x

x
rjip

≤ x > x unrestricted

x
rjip

≤ x > x unrestricted
≤x

x
rjip

≤ x > x unrestricted

HIT
CS&E

– Termination

At termination, j=r. We have three sets:
1. those less than or equal to x.
2. those greater than x.
3. a singleton set containing x. 

– After finishing the algorithm
The final two steps move the pivot into its position 
in the middle of the array by swapping it with the 
leftmost element that is greater than x. 

x
rjip

≤ x > x
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•• Performance analysis
•• Time complexity of PARTITION: θ(n)
• Best case time complexity of Quicksort

• Array in partition into 2 equal sets
• T(n)=2T(n/2)+θ(n)
• T(n)=θ(nlogn)

HIT
CS&E

• Worst case time complexity of Quicksort
– Worst Case

• |A[p..q]|=1，|A[q+1..r]|=n-1
• The worst case happens in call to Partition Algorithm

– Time complexity
• T(1)=θ(1)
• T(n)=T(n-1)+θ(n)=θ(n2)

HIT
CS&E

• Average time complexity of Quicksort

– Average time complexity is near θ(nlgn) rather than θ(n2)
– Why？See an example

• Assume PARTITION always generates ９:1 partition
• Run time of QUICKSORT is 

T(n)=T(9n/10)+T(n/10)+θ(n2) = θ(nlgn)

• The process of Partitioning is as followoing

HIT
CS&E

n

n/10 9n/10

n/100 9n/100

1

9n/100 81n/100

81n/1000 729n/1000

1

log 
10
n

log n
10/9

•• 从第一曾到log10n=θ(logn)层，每层花费n时间
• 从第log10n到第log10/9n=θ(logn)层，每层最多花费n时间
• 在9:1的不平衡划分下，运行时间仍是θ(nlogn)

HIT
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3.3.33 Sorting in Linear TimeSorting in Linear Time
• Lower bounds for sorting
• Counting Sort Algorithm
• Radix Sort Algorithm 
• Bucket Sort Algorithm

• Lower bounds for sorting
• Counting Sort Algorithm
• Radix Sort Algorithm 
• Bucket Sort Algorithm

HIT
CS&E Lower bounds for sorting

• Decision-tree model
– Comparison sort

• Use only comparisons between elements to gain order 
information about input sequence

• Comparison sort can be viewed as decision-tree
– Decision-tree model

• Is a full binary tree to express the comparisons of a sort 
algorithm by ignoring the other aspects of the algorithm

• All permutations of  the input elements must be the leaves
• A inter node of the tree is a comparison ai≤`aj

.



zhang

兰州 12

HIT
CS&E

• A decision-tree for insert sort on 3 input elements
?21 aa ≤

?32 aa ≤

?32 aa ≤ ?31 aa ≤

?31 aa ≤

yes

yes

yes

yes yes

3,2,1

no

nono

no no

2,3,1 2,1,3

3,1,2

1,3,2 1,2,3

HIT
CS&E

• Lower bound for the worst case

In a comparison sort, the (worst case) running time is the depth
(or height) of the decision tree= ( ). T n

( )

Since the decision tree has ! leaves, its depth ( ) satisfies
               2 !
Thus, ( ) ( lg ).

T n

n T n
n

T n n n
≥

= Ω

Are there sort algorithm with complexity O(n)?

HIT
CS&E Counting SortCounting Sort

• Input: A[1..n] , 0≤A[i]≤k for 1≤i≤n
• Output: B[1..n]=sorted A[1..n]
• Idea

– Use C[0..k] to compute the position of each A[i]
– Put each A[i] for i=n to 1 into B[1..n]

HIT
CS&E 1

2   5   3   0   2   3   0   3A
2 3 84 5 6 7 0

2   0   2   3   0   1C
1 2 3 4 5

0
2   2   4   7   7   8C

1 2 3 4 51
B

2 3 84 5 6 7

1
3B

2 3 84 5 6 7

1
0                       3B
2 3 84 5 6 7

1
0                  3   3B
2 3 84 5 6 7

1
0   0   2   2   3   3   3   5B

2 3 84 5 6 7

0
2   2   4   6   7   8C

1 2 3 4 5

0
1   2   4   6   7   8C

1 2 3 4 5

0
1   2   4   5   7   8C

1 2 3 4 5

HIT
CS&E

;1]][[]][[               
];[]]][[[               

begin  do         
1 downto  ][for     
];1[][][  do         

   to2for     
;1]][[]][[  do         

][  to1for     
;0][  do         

  to1for     

−←
←

←
−+←

←
+←

←
←

←

jACjAC
jAjACB

Alengthj
iCiCiC

ki
jACjAC

Alengthj
iC

ki 4 1, 4, 3, 1, 4, 6, 3,  :A

8 7, 7, 4, 2, 2,  :C

1 0, 3, 2, 0, 2,  :C

 4, ,   ,   ,   ,   ,   ,    :B

8 7, 6, 4, 2, 2,  :C

4̂ 1, 4, 3, 1, 4, 6, 3,  :A

• Algorithm

:  0, 0,0, 0,0, 0C

HIT
CS&E

• Time complexity

;1]][[]][[               
];[]]][[[               

begin  do         
1 downto  ][for     
];1[][][  do         

   to2for     
;1]][[]][[  do         

][  to1for     
;0][  do         

  to1for     

−←
←

←
−+←

←
+←

←
←

←

jACjAC
jAjACB

Alengthj
iCiCiC

ki
jACjAC

Alengthj
iC

ki )(kO

)(nO

)(kO

)(nO

Time Complexity=O(n+k)



zhang

兰州 13

HIT
CS&E

• Property of Counting Sort
– Counting sort doesn’t sort in place
– Counting sort is stable

• That is, the same value appear in the output array in the 
same order as they do in the input array.

HIT
CS&E Radix Sort Algorithm

• Idea of Radix sort algorithm
– Use stable sort algorithm
– Sort the n d-digit elements from the lowest digit to 

the highest digit

839
720
657
457
436
355
329

657
457
355
839
436
329
720

355
720
436
839
657
457
329

839
329
657
457
436
355
720

HIT
CS&E

• Radix sort algorithm

;digit on  array sort  sort to stable a use     
do      to1for 

),(Sort-Radix
digit.   ofnumber  a iselement each  ,Array   :Ininput

iA
di

dA
dA

←

• Time complexity of Radix sort algorithm
• Using Counting sort algorithm, 0≤A[i]≤ k-1
• The time complexity is O(d(n+k))

HIT
CS&E

• Extension of Radix sort
– Input: n b-digit number, any r≤b
– Radix sort can sort these numbers in Θ((b/r)(n+2r))
– Why

• View each number as d=⎡b/r⎤ digits of r bits each.
• Each digit is an integer in the range 0 to 2r-1
• Use counting sort with k= 2r-1

HIT
CS&E

Bucket Sort

• Assumption of Bucket Soot
– Input is elements uniformly 

distributed in [0, 1)
• Idea of Bucket Soot

– Divide [0, 1) into n equal-
sized bucket

– Distribute the input into the 
n bucket

– Sort the numbers in each 
bucket

– List all the sorted numbers 
in each bucket in order

.78

.17

.39

.26

.72

.94

.21

.12

.23

.68

A
/

/

/

/

B

.12    .17  \

.21    .23 .26  \

.39  \

.68  \

.72    .78  \

.94  \

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

HIT
CS&E

• Bucket Sort Algorithm
Bucket-Sort(A)
1. n=length[A];
2. For i=1 To n Do
3.     Insert A[i] into list B[⎣nA[i]⎦];
4. For i=0 To n-1 Do
5.     Sort list B[i] with insert sort;
6. concatenate lists B[0], …, B[n-1].

.78

.17

.39

.26

.72

.94

.21

.12

.23

.68

A
/

/

/

/

B

.12    .17  \

.21    .23 .26  \

.39  \

.68  \

.72    .78  \

.94  \

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9
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• Time complexity
– Let the random variable  ni=|B[i]|  
– The time complexity:

– Since E[ni
2]=2-1/n  (Homewok)

∑
−

=

+Θ=
1

0

2 )()()(
n

i
inOnnT

)())/12(()(             

)]([)()]([
1

0

2

nnnOn

nOEnnTE
n

i
i

Θ=−+Θ=

+Θ= ∑
−

=



zhang

兰州 1

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

第四章

Divide-and-Conquer 技术

李建中
数据与知识工程研究中心

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

4.1  4.1  Divide-and-Conquer原理原理
4.2  4.2  整数乘法整数乘法
4.34.3 矩阵乘法矩阵乘法
4.4   4.4   Finding the convex hullFinding the convex hull
4.5   4.5   Finding the closest pair of pointsFinding the closest pair of points

提要提要

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

参考资料参考资料

Chapter 3Chapter 3

Page 80 Page 80 -- 9696

©DB-LAB(2003)

HIT
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4.14.1 DivideDivide--andand--ConquerConquer原理原理

•• DivideDivide--andand--ConquerConquer算法的设计算法的设计

•• DivideDivide--andand--ConquerConquer算法的分析算法的分析

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

•• 设计过程分为三个阶段设计过程分为三个阶段

–– DivideDivide：： 整个问题划分为多个子问题整个问题划分为多个子问题

–– ConquerConquer：：求解各子问题求解各子问题((递归调用正设计的算法递归调用正设计的算法))

–– CombineCombine：：合并子问题的解合并子问题的解, , 形成原始问题的解形成原始问题的解

DivideDivide--andand--ConquerConquer算法的设计算法的设计

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 原始问题

求解子问题

子问题 子问题 子问题…

求解子问题 求解子问题

子问题解 子问题解 子问题解…

合并子解

问题分解

Divide

Conquer

Merge

原始问题的解
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• 分析过程
– 建立递归方程

– 求解

• 递归方程的建立方法
– 设输入大小为n,T(n)为时间复杂性

– 当n<c, T(n)=θ(1)

Divide-and-Conquer算法的分析

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

– Divide阶段的时间复杂性
• 划分问题为a个子问题。
• 每个子问题大小为n/b。
• 划分时间可直接得到=D(n)

– Conquer阶段的时间复杂性
• 递归调用

•Conquer时间= aT(n/b)

– Combine阶段的时间复杂性
• 时间可以直接得到=C(n)

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

–总之

• T(n)=θ(1) if n<c
• T(n)=aT(n/b)+D(n)+C(n)   otherwise

–求解递归方程T(n)
• 使用第二章的方法

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E例例11.. MergeMerge--sortsort算法算法

Divide

Conquer

Combine

9 4 8 6 5 2 1 3 7 10

9 4 8 6 5 2 1 3 7 10 

Merge-sort Merge-sort

4 5 6 8 9 1 2 3 7 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

T(n)=2T(n/2)+O(n)
T(n)=O(nlogn)

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E例例22.. 求一个集合中的最大数算法求一个集合中的最大数算法

2929，，1414，，1515，，11，，66，，1010，，3232，，1212

2929，，1414，，1515，，11 66，，1010，，3232，，1212

2929，，1414 1515，，11 3232，，121266，，1010

2929 1515 1010 3232

2929 3232

3232 T(n)=2T(n/2)+1
T(n)=n-1

©DB-LAB(2003)
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CS&E

4.24.2 整数乘法整数乘法
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问题定义问题定义

输入：n位二进制整数X和Y
输出：X和Y的乘积

通常，计算X*Y时间复杂性为O(n2)，
我们给出一个复杂性为O(n1.59)的算法。

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

A B
n/2位

X=
n/2位

C D
n/2位

Y=
n/2位

XY = (A2n/2 + B)(C2n/2 + D)
= AC2n＋AD2n/2＋BC2n/2＋BD
= AC2n + ((A-B)(D-C)+AC+BD)2n/2 + BD

算法

1. 计算A-B和D-C；
2. 计算n/2位乘法AC、BD、(A-B)(D-C)；
3. 计算M=(A-B)(D-C)+AC+BD;
4. N=AC左移n位，M=M左移n/2位；
5. 计算XY=N+M+BD。

算法的数学基础

如此计算需要
T(n)=4T(n/2) 
+ O(n)=O(n2)

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 建立递归方程

T(n)=θ(1)   if n=1
T(n)=3T(n/2)+O(n) if n>1

• 使用Master定理

T(n)=O(nlog3)=O(n1.59)

算法的分析

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

4.34.3 矩阵乘法矩阵乘法

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

问题定义

输入：两个n× n矩阵A和B
输出：A和B的积

通常，计算AB的时间复杂性为O(n3)，
我们给出一个复杂性为O(n2.81)的算法。

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 算法的数学基础

把C=AB中每个矩阵分成大小相同的4个子矩阵

每个子矩阵都是一个n/2 × n/2矩阵

于是

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2221

1211
CC
CC

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2221

1211
AA
AA

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2221

1211
BB
BB

=

展开并整理等式的右边:
C11＝A11B11＋A12B21， C12＝A11B12＋A12B12

C21＝A21B11＋A22B21， C12＝A21B12＋A22B12

如此计算需要
T(n)=8T(n/2) +O(n2)=O(n3)
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M1 = A11 (B12 - B22)
M2 = (A11 + A12) B22
M3 = (A21 + A22) B11
M4 = A22 (B21 - B11)
M5 = (A11 + A22) (B11 + B22)
M6 = (A12 - A22) (B21 + B22)
M7= (A11 - A12) (B11 + B12)

• 近一步简化得到n/2×n/2矩阵的10个加减和7个乘法

算法

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

C11 = M5 + M4 - M2 + M6

C12 = M1 + M2
C21 = M3 + M4
C22 = M5 + M1 – M3 – M7

• 计算C=AB需要另外8个n/2×n/2矩阵加减

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

•• 18个n/2×n/2矩阵加减法，每个需O(n2)
• 7个n/2×n/2矩阵乘法

• 建立递归方程

T(n)=O(1)                      n=2
T(n)=7T(n/2) + O(n2)    n>2

• 使用Master定理求解T(n)
T(n) = O(nlog7) ≈O(n2.81)

算法复杂性分析

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

4.4  Finding the closest 
pair of points

Page  92 － 96

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 问题定义

输入：Euclidean空间上的n个点的集合Q
输出：P1, P2∈Q, 

Dis(P1, P2)=Min{Dis(X, Y) | X, Y∈Q} 

Dis(X, Y)是Euclidean距离:
如果X=(x1, y1), Y=(x2, y2)，则

2
21

2
21 )() yyxxDis(X,Y) −+−= （

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 一维空间算法

• 利用排序的算法
– 算法

• 把Q中的点排序

• 通过排序集合的线性扫描找出最近点对

– 时间复杂性

• T(n)=O(nlogn)
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©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 一维空间算法一维空间算法((续续))

• Divide-and-conquer算法

Preprocessing:
1. 如果Q中仅包含2个点，则返回这个点对；
2. 否则求Q中点的中位数m。

pp11 pp22 pp33 qq33 qq22qq11

mm

©DB-LAB(2003)

HIT
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Divide:
3. 用Q中点坐标中位数m把Q划分为两个

大小相等的子集合
Q1 = {x∈Q | x≤m},  Q2 = {x∈Q | x>m}

QQ11 QQ22

pp11 pp22 pp33 qq33 qq22qq11

mm

©DB-LAB(2003)
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Conquer:
4. 递归地在Q1和Q2中找出最接近点对

(p1, p2)和(q1, q2)

Q1 Q2

p1 p2 p3 q3 q2q1

m

5. 在(p1, p2)、(q1, q2)和某个(p3, q3)之间选择最
接近点对(x, y), 其中 p3是Q1中最大点, q3是
Q2中最小点，(x, y)是Q中最接近点。

Merge:

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 时间复杂性
– Divide阶段需要O(n)时间

– Conquer阶段需要2T(n/2)时间

– Merge阶段需要O(n)时间

– 递归方程

T(n)= O(1)                          n = 2
T(n) = 2T(n/2) + O(n)        n ≥ 3

– 用Master定理求解T(n)
T(n) = O(nlogn)

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 二维空间算法

• Divide-and-conquer算法

Preprocessing:
1. 如果Q中仅包含一个点，则算法结束；
2. 否则把Q中点分别按x-坐标值和y-坐标值排序.

L: x=mL: x=m ©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

Divide:
3. 计算Q中各点x-坐标的中位数m；
4. 用垂线L:x=m把Q划分成两个大小相等的子集

合QL 和 QR， QL中点在L左边, QR 中点在L右边.

L: x=m

QL QR
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Conquer:
5. 递归地在QL、QR中找出最接近点对:

(p1, p2)∈QL , (q1, q2)∈QR

6. d=min{Dis(p1, p2),  Dis(q1, q2)};

L: x=m

临界区

m-d m+d

p1
p2 q1

q2

QL QR

©DB-LAB(2003)

HIT
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Merge:
1. 在临界区查找距离小于d的点对(pl, qr), pl∈QL,   

qr∈QR;
2. 若找到，则(pl, qr)是临界区中最接近点对，否则

(p1, p2)和(q1, q2) 中距离最小者为Q中最接点对.

关键是(pl , qr)的搜索方法及其搜索时间

L: x=m
m-d m+d

p1
p2 q1

q2

QL QR

临界区

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• (pl , qr)的搜索算法

1.  把临界区中所有点集合投影到分割线L上;
2.  对于左临界区的每个点p, 考察p-右临界区的每

个q (这样的点至多6个) , 如果Dis(p, q)<d, 则令

d=Dis(p, q);
3.  如果d发生过变化, 与最后的d对应的点对即为

(pl , qr),  否则不存在(pl, qr).

©DB-LAB(2003)
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• 时间复杂性
– Divide阶段需要O(n)时间

– Conquer阶段需要2T(n/2)时间

– Merge阶段需要O(n)时间

– 递归方程

T(n)= O(1)                          n = 2
T(n) = 2T(n/2) + O(n)        n ≥ 3

– 用Master定理求解T(n)
T(n) = O(nlogn)

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E(pl, qr)的搜索时间：

– 若(p, q)是最接近点对而且p∈QL, q∈QR, 则
dis(p, q)<d，(p, q)只能在下图的区域D.

– 若p在分割线L上，包含(p, q)的区域D最大，
嵌于d×2d的矩形(p-右邻域)中，如下图所示.

至多包含6个点

p-右邻域

L

d d

D
p

d
q 2d

L

d d

D
p

d q

©DB-LAB(2003)
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定理1. 对于左临界区中的每个点p, 
p-右邻域中仅包含6个点。

证明：把p-右邻域划分为6个(d/2)×(2d/3)的
矩形。

若p-右邻域中点数大于6, 由鸽巢原理,至少

有一个矩形中有两个点. 设为u、v, 则
(xu-xv)2+ (yu-yv)2 ≤ (d/2)2+(2d/3)2=25d2/36

即Dis(u, v)≤5d/6<d, 与d的定义矛盾。

2d/3

2d/3

2d/3

d/2 d/2

u
v

L

2d

L

d d

D
p

d q
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4.5  Finding the convex hull 4.5  Finding the convex hull 

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 问题定义

输入：平面上的n个点的集合Q
输出： CH(Q): Q的convex hull

Q的convex hull是一个最小凸多边形
P，Q的点或者在P上或者在P内

凸多边形P是具有如下性质多边形：
连接P内任意两点的边都在P内

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E GrahamGraham--ScanScan算法算法

• 基本思想
–当沿着Convex hull逆时针漫游时，总是向左转
–在极坐标系下按照极角大小排列，然后逆时针

方向漫游点集，去除非Convex hull顶点(非左
转点)。

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

初始

pp00

第第11步步

©DB-LAB(2003)
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第2步

pp00

pp22 pp11

pp77

pp88 pp66 pp55
pp44

pp33
pp1010

pp99

©DB-LAB(2003)
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pp00

pp22 pp11

pp77

pp88 pp66 pp55
pp44

pp33
pp1010

pp99

第3步
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pp00

pp22
pp11

pp77

pp88 pp66 pp55
pp44

pp33
pp1010

pp99
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pp00

pp22 pp11

pp77

pp88 pp66 pp55
pp44

pp33
pp1010

pp99
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pp00

pp22 pp11

pp77

pp88 pp66 pp55
pp44

pp33
pp1010

pp99
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pp00

pp22 pp11

pp77

pp88 pp66 pp55
pp44

pp33
pp1010

pp99
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pp00

pp22 pp11

pp77

pp88 pp66 pp55
pp44

pp33
pp1010

pp99
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pp00

pp22 pp11

pp77

pp88 pp66 pp55
pp44

pp33
pp1010

pp99
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pp00

pp22 pp11

pp77

pp88 pp66 pp55
pp44

pp33
pp1010

pp99

©DB-LAB(2003)
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算法Graham-Scan(Q)  
/* 栈S从底到顶存储按逆时针方向排列的CH(Q)顶点 */
1. 求Q中y-坐标值最小的点p0；
2. 按照与p0极角(逆时针方向)大小排序Q中其余点，结

果为<p1, p2, …, pn>；
3.  Push(p0, S); Push(p1, S); Push(p2, S);
4.  FOR  i=3  TO  n  DO
5.       While  Next-to-top(S)、Top(S)和pi形成非左移动 Do
6.                                 Pop(S);
7.       Push(pi, S);
8.  Rerurn S.

©DB-LAB(2003)
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• 时间复杂性
– 第1步需要O(n)时间
– 第2步需要O(nlogn)时间
– 第3步需要O(1)时间
– 第4-7步需要O(n)时间
– 总时间复杂性T(n)= O(nlogn)

©DB-LAB(2003)
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• 正确性分析
定理. 设n个二维点的集合Q是Graham-Scan算

法的输入，|Q|≥3，算法结束时，栈S中自
底到顶存储CH(Q)的顶点（按照逆时针顺
序）.

证明:     See pp. 88-90.

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E DivideDivide--andand--conquerconquer算法算法

Preprocess: (时间复杂性为O(1))
1. 如果|Q|<3, 算法停止；
2. 如果|Q|=3, 按照逆时针方向输出CH(Q)的顶点;

Divide:(使用O(n)算法求中值)
1. 选择一个垂直于x-轴的直线把Q划分为基本相等

的两个集合QL和QR, QL在QR的左边;

©DB-LAB(2003)
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CS&E L

g

h

i
j

k

a

b

c

d

e

fp

Conquer: (时间复杂性为2T(n/2))
1. 递归地为QL和QR构造CH(QL)和CH(QR);

QRQL
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Merge:

我们先通过一个例子来看Merge的思想

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E Merge实例

L

g

h

i
j

k

a

b

c

d

e

fp

3个序列：<g, h, i, j, k>,  <a, b, c, d>, <f, e>
合并以后：<g, h, a, b, f, c, e, d, i, j, k>

©DB-LAB(2003)
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L

g

h

i
j

k

a

b

c

d

e

f

Graham-Scan on <g, h, a, b, f, c, e, d, i, j, k>

©DB-LAB(2003)
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Merge:(时间复杂性为O(n))
1. 找一个QL的内点p;
2. 在CH(QR)中找与p的极角最大和最小顶点u和v;
3. 构造如下三个点序列：

(1) 按逆时针方向排列的CH(QL)的所有顶点,
(2) 按逆时针方向排列的CH(QR)从u到v的顶点,
(3) 按顺时针方向排列的CH(QR)从u到v的顶点;

4. 合并上述三个序列;
5. 在合并的序列上应用Graham-Scan.

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 时间复杂性

• Preprocessing阶段

– O(1)
• Divide阶段(使用O(n)算法求中值)

– O(n)
• Conquer阶段

– 2T(n/2)
• Merge阶段

– O(n)
©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 时间复杂性

• 总的时间复杂性
T(n)=2T(n/2)+O(n)

• 使用Master定理
T(n)= O(nlogn)
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第五章

Dynamic Programming技术

李建中
计算机科学与工程系

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

5.1  Elements of Dynamic Programming
5.2  Matrix-chain multiplication
5.3  Longest Common Subsequence
5.4 凸多边形的三角剖分
5.5  0/1 Knapsack  Problem
5.6  The Optimal binary search trees

提要

©DB-LAB(2003)
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参考资料

Chapter  4

Pages 97 －137

©DB-LAB(2003)
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5.1 Elements of Dynamic 
Programming

Why?
What?
How?

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• Divide-and-conquer技术的问题
Why?

原始问题

求解子问题

子问题 子问题 子问题…
求解子问题 求解子问题

子问题解 子问题解 子问题解…

合并子解

问题分解

原始问题的解

问题：如果子问题不是相互独立的，分治方
法将重复计算公共子问题，效率很低

©DB-LAB(2003)
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• 优化问题的特点
– 优化问题：给定一个代价函数，在解空间中搜索

具有最小或最大代价的优化解

A1×A2×A3×A4

(A1)×(A2×A3×A4) (A1×A2)×(A3×A4 ) (A1×A2× A3)×(A4 )

(A2×A3) (A3× A4) (A1× A2) (A3×A4) (A1×A2) (A2×A4)(A3×A4) (A3×A4)(A1×A2 ) (A1×A2)

– 优化问题的特点
–可划分为多个子问题，优化解包含子问题的优化解
–子问题的解被重复使用
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HIT
CS&E

• Dynamic Programming特点
– 把原始问题划分成一系列子问题

– 求解每个子问题仅一次，并将其结果保存在
一个表中，以后用到时直接存取，不重复计
算，节省计算时间

– 自底向上地计算

• 适用范围
• 一类优化问题：可分为多个相关子问题，子

问题的解被重复使用

What?

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 使用Dynamic Programming的条件
– Optimal substructure（优化子结构）

• 当一个问题的优化解包含了子问题的优化解时，
我们说这个问题具有优化子结构。

– Subteties（重叠子问题）
• 在问题的求解过程中，很多子问题的解将被多次

使用

How?

©DB-LAB(2003)

HIT
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• Dynamic Programming的实例
– 最短路径问题

– Dynamic Programming求解过程

SS

AA

BB

CC

11
22

55

DD

EE

FF

TT

44

1111 99
55

1616
22

1818

1313

22

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

S

A

B

C

1
2

5

D

E

F

T

4
11 9

5
16

2

18
13

2

1：划分求d(S,T)问题为三个子问题

S

A

B

C

1
2

5
T

d(A, T)

d(B, T)

d(C, T)

从S到T的最短路径长度为：

d(S,T)=min{1+d(A,T), 2+d(B,T), 5+d(C,T)}

©DB-LAB(2003)
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S

A

B

C

1
2

5

D

E

F

T

4
11 9

5
16

2

18
13

2

2：划分d(A,T)、d(B,T)、d(C,T)为6个子问题

3: 求解最小子问题
d(A,T)=min{4+d(D,T), 11+d(E,T)}=min{22, 24}=22   <A,D,T>
d(B,T)=min{9+d(D,T), 5+d(E,T), 16+d(F,T)}=min{27, 18, 18}=18

<B,E,T>
d(C,T)=min{2+d(F,T)}=4   <C,F,T>

S

A

B

C

1
2

5
T

d(A, T)
d(B, T)

d(C, T)

A D

E T

4
11

d(D,T)
d(E,T) B

D

E

F

T
9

5

16

d(D,T)
d(E,T)

d(F,T)
C F T2 d(F,T)

©DB-LAB(2003)
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S

A

B

C

1
2

5

D

E

F

T

4
11 9

5
16

2

18
13

2

4：最后确定从S到T的最短路径

d(S,T)=min{1+d(A,T), 2+d(B,T), 5+d(C,T)}=min{23, 20, 9}=9
<S, C, F, T>

S

A

B

C

1
2

5
T

d(A, T)
d(B, T)

d(C, T)

A D

E T

4
11

d(D,T)
d(E,T) B

D

E

F

T
9

5

16

d(D,T)
d(E,T)

d(F,T)

C F T2 d(F,T)

d(A,T)=22   <A,D,T>,  d(B,T)=18  <B,E,T>,   d(C,T)=4  <C,F,T>
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©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E• Dynamic Programming算法的设计步骤

– 分析优化解的结构：划分子问题

– 递归地定义最优解的代价
d(S,T)=min{1+d(A,T), 2+d(B,T), 5+d(C,T)}

– 递归地划分问题，直至不可划分
– 自底向上求解各个子问题：

• 计算优化解代价并保存之
• 获取构造最优解的信息

– 根据构造最优解的信息构造优化解

S

A

B

C

1
2

5
T

d(A, T)

d(B, T)

d(C, T)

©DB-LAB(2003)
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5.2  Matrix-chain Multiplication

©DB-LAB(2003)
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• 输入：<A1, A2, ..., An>, Ai是pi -1×pi矩阵

• 输出：计算A1×A2×...×An的最小代价方法

问题的定义

矩阵乘法的代价/复杂性:  乘法的次数

若A是p×q矩阵，B是q×r矩阵，则A×B
的代价是O(pqr)

©DB-LAB(2003)
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• 矩阵链乘法的实现
– 矩阵乘法满足结合率。

– 计算一个矩阵链的乘法可有多种方法:

例如, （A1×A2×A3×A4）

=（A1×(A2×(A3×A4)))
=（(A1×A2)×(A3×A4）)

....
=  (（A1×A2）×A3)×A4)

Motivation

©DB-LAB(2003)
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• 矩阵链乘法的代价与计算顺序的关系

– 设A1=10×100矩阵, A2=100×5矩阵, A3=5×50矩阵

T((A1×A2)×A3)=10×100×5+10×5×50=7500
T(A1×(A2×A3))=100×5×50+10×100×50=75000

结论: 不同计算顺序有不同的代价

©DB-LAB(2003)
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p(n)= 1                         if  n=1
p(n)= if n>1

p(n)=C(n-1)=Catalan数=                 = Ω(4n/n3/2)

• 矩阵链乘法优化问题的解空间
– 设p(n)=计算n个矩阵乘积的方法数

– p(n)的递归方程

p k p n k
k

n

( ) ( )−
=

−

∑
1

1

（A1 ×…× Ak)×(Ak+1×…×An-1×An)

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−
1

)1(21
n
n

n

如此之大的解空间是无法用枚举方法求出
最优解的！
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下边开始设计求解矩阵链乘法问题的
Dynamic Programming算法

• 分析优化解的结构

• 递归地定义最优解的代价

• 递归地划分子问题，直至不可分

• 自底向上地求解各个子问题
– 计算优化解的代价并保存之

– 获取构造最优解的信息

• 根据构造最优解的信息构造优化解 ©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 两个记号

– Ai～j =Ai×Ai+1×....×Aj

– cost(Ai-j )=计算Ai-j的代价

• 优化解的结构
定理. 若计算A1∼n的优化顺序在k处断开矩阵链, 即

A1∼n=A1∼k×Ak+1∼n，则在A1∼n的优化顺序中，

对应于子问题A1∼k的解必须是A1∼k的优化

解，对应于子问题Ak+1∼n的解必须是Ak+1∼n的

优化解.

分析优化解的结构

具有优化子结构：
问题的优化解包括子问题优化解

©DB-LAB(2003)
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• 子问题重叠性
A1×A2×A3×A4

(A1)×(A2×A3×A4) (A1×A2)×(A3×A4 ) (A1×A2× A3)×(A4 )

(A2×A3) (A3× A4) (A1× A2) (A3×A4) (A1×A2) (A2×A4)

具有子问题重叠性

(A3×A4) (A3×A4)(A1×A2 ) (A1×A2)

©DB-LAB(2003)
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• 假设
– m[i, j] = 计算Ai∼j的最小乘法数
– m[1, n] = 计算A1∼n的最小乘法数
– A1  ... Ak Ak+1 .... An 是优化解(k实际上是不可预知)

• 优化解(Ai  ... Ak )(Ak+1 .... Aj )的代价方程
m[i, i] = 计算Ai ∼ i 的最小乘法数= 0

m[i, j] = m[i, k] + m[k+1, j] + pi-1pkpj

其中, pi-1pkpj是计算Ai∼k×Ak+1∼j所需乘法数, 

Ai∼ k和Ak+1 ∼ j分别是pi-1×pk和pk×pj矩阵,

Ai是pi -1×pi矩阵.

递归地定义最优解的代价

©DB-LAB(2003)
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考虑到所有的k，优化解的代价方程为

m[i, j]= 0   if i=j
m[i, j]= mini≤k<j{ m[i, k]+m[k+1, j]+pi-1 pk pj }  if i<j

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 递归地划分子问题

m[i, j]= mini≤ k <j { m[i, k] + m[k+1, j] + pi-1 pk pj }

m[1,5]m[1,1]

m[4,4]

m[5,5]

m[2,2]

m[3,3]

m[4,5]

m[3,4]

m[2,3]

m[1,2] m[1,3]

m[2,4]

m[3,5]

m[1,4]

m[2,5]
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m[i, j]= mini≤ k <j { m[i, k] + m[k+1, j] + pi-1 pk pj }

m[1,5]m[1,1]

m[4,4]

m[5,5]

m[2,2]

m[3,3]

m[4,5]

m[3,4]

m[2,3]

m[1,2] m[1,3]

m[2,4]

m[3,5]

m[1,4]

m[2,5]

自底向上计算优化解的代价

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&EMatrix-Chain-Order(n)
FOR  i=1 TO  n DO

m[i, i]=0;
FOR  l=2 TO  n DO  /* 计算l对角线 */

FOR  i=1 TO  n-l+1 DO
j=i+l-1;

m[i, j]=∞;
FOR  k←i To  j-1 DO /* 计算m[i,j] */

q=m[i, k]+m[k+1, j]+pi-1pkpj
IF  q<m[i, j] THEN  m[i,j]=q; 

Return m.

©DB-LAB(2003)
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Matrix-Chain-Order(p)
n=length(p)-1；
FOR  i=1 TO  n DO

m[i, i]=0;
FOR  l=2 TO  n DO

FOR  i=1 TO  n-l+1 DO
j=i+l-1;

m[i, j]=∞; 
FOR  k←i To  j-1 DO

q = m[i, k]+m[k+1, j]+pi-1 pk pj
IF q<m[i, j] THEN m[i,j]=q，s[i,j]=k;

Return m and s. 

获取构造最优解的信息

S[i,j]记录AiAi+1…Aj的
最优划分处在Ak与Ak+1
之间

©DB-LAB(2003)
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Print-Optimal-Parens(s, i, j)
IF j=i
THEN  Print “A”i; 
ELSE   Print “(”

Print-Optimal-Parens(s, i, s[i, j])
Print-Optimal-Parens(s, s[i, j]+1, j)
Print  “)”

构造最优解

调用Print-Optimal-Parens(s, 1, n)
即可输出A1∼n的优化计算顺序

S[i, j]记录Ai …Aj的最优划
分处；
S[i, S[i,j]]记录Ai …As[i,j]的最
优划分处；
S[S[i,j]+1, j]记录As[i,j]+1 …Aj
的最优划分处.

©DB-LAB(2003)
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• 时间复杂性
– 计算代价的时间

• (l, i, k)三层循环, 每层至多n-1步

• O(n3)
– 构造最优解的时间: O(n)
– 总时间复杂性为：O(n3)

• 空降复杂性

– 使用数组m和S
– 需要空间O(n2)

算法复杂性算法复杂性

©DB-LAB(2003)
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5.3 Longest Common Susequence

问题的定义

最长公共子序列 (LCS) 结构分析

建立求解LCS长度的递归方程

递归地划分子问题

自底向上计算LCS长度,记录解构造信息

构造优化解
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• 子序列

– X=(A, B, C, B, D, B)
– Z=(B, C, D, B)是X的子序例

– W=(B, D, A)不是X的子序例

• 公共子序列
– Z是序列X与Y的公共子序列如果Z是X的子序

也是Y的子序列。

问题的定义问题的定义

©DB-LAB(2003)
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最长公共子序列（LCS）问题

输入：X = (x1,x2,...,xn)，Y = (y1,y2,...ym)
输出：X与Y的最长公共子序列

Z=(z1, z2, ..., zn)

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 最长公共子序列结构分析

• 第i前缀
– 设X=(x1, x2, ..., xn)是一个序列

则Xi=(x1, ..., xi )是X的第i前缀

例. X=(A, B, D, C, A), X1=(A), X2=(A, B), X3=(A, B, D)

©DB-LAB(2003)
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• 优化子结构

X和Y的LCS的优化解结构为

LCSXY=LCSXm-1Yn-1
+ <xm=yn> if xm=yn

LCSXY=LCSXm-1Y if xm≠yn, zk≠xm

LCSXY=LCSXYn-1
if xm≠yn, zk≠yn

©DB-LAB(2003)
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• 优化子结构
定理1（优化子结构）设X=(x1, ..., xm)、Y=(y1, ..., yn)

是两个序列， LCSXY=(z1, ..., zk)是X与Y的LCS，我们有：

⑴ 如果xm=yn, 则zk=xm=yn, LCSXY = LCSXm-1Yn-1
+ <xm=yn>,   

LCSXm-1Yn-1
是Xm-1和Yn-1的LCS.

⑵ 如果xm≠yn，且zk≠xm，则LCSXY是Xm-1和Y的LCS，即

LCSXY = LCSXm-1Y

⑶ 如果xm≠yn,且zk≠yn,则LCSXY是X与Yn-1的LCS，即

LCSXY = LCSXYn-1

©DB-LAB(2003)
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证明:
⑴. X=<x1, …, xm-1, xm>, Y=<y1, …, yn-1, xm>，则

LCSXY = LCSXm-1Yn-1
+ <xm=yn>.

设zk≠xm，则可加xm=yn到Z，得到一个长为k+1的X与Y
的公共序列，与Z是X和Y的LCS矛盾。于是zk=xm=yn。

设存在Xm-1与Yn-1的非最长公共子序列 Zk-1，使得

LCSXY = Zk-1+ <xm=yn>，

则由于| Zk-1|<|LCSXm-1Yn-1
|,  

|LCSXY = Zk-1+ <xm=yn>|<| LCSXY = LCSXm-1Yn-1
+ <xm=yn>|,

与LCSXY是LCS矛盾。
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⑵ X=<x1, …, xm-1, xm>, Y=<y1, …, yn-1, yn>，

xm≠yn，zk≠xm，则 LCSXY= LCSXm-1Y

由于zk≠xm， Z＝LCSXY是Xm-1与Y的公共子序列。

我们来证Z是Xm-1与Y的LCS。设Xm-1与Y有一个公共

子序列W，W的长大于k, 则W也是X与Y 的公共子序

列，与Z是LCS矛盾。

⑶ 证明同⑵ 。

©DB-LAB(2003)
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CS&E• 子问题重叠性

LCSXY

LCSXm-1Yn-1 LCSXm-1Y LCSXYn-1

LCSXm-2Yn-2 LCSXm-2Yn-1
LCSXm-1Yn-2 ……

LCS问题具有子问题重叠性

©DB-LAB(2003)
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CS&E 建立LCS长度的递归方程

• C[i, j] = Xi与Yj 的LCS的长度

• LCS长度的递归方程
C[i, j] = 0                                      if i=0 或 j=0
C[i, j] = C[i-1, j-1] + 1                  if i, j>0 and xi = yj

C[i, j] = Max(C[i, j-1], C[i-1, j])   if i, j>0 and xi ≠ yj

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 基本思想

递归划分与自底向上求解

C[i-1, j-1] C[i-1,j]
C[i, j-1] C[i, j]

C[i, j] = 0                      
if  i=0 或 j=0
C[i, j] = C[i-1, j-1] + 1  
if i, j>0 and xi = yj
C[i, j] =Max(C[i, j-1], C[i-1, j])  
if i, j>0 and xi ≠ yj

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 递归划分子问题与自底向上求解过程

C[0,0] C[0,1] C[0,3]C[0,2] C[0,4]

C[1,0]

C[2,0]

C[3,0]

C[1,1]

C[2,1]

C[3,1]

C[1,2] C[1,3] C[1,4]

C[2,2] C[2,3] C[2,4]

C[3,2] C[3,3] C[3,4]

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 计算LCS长度的算法
– 数据结构

C[0:m,0:n]: C[i,j]是Xi与Yj的LCS的长度

B[1:m,1:n]: B[i,j]是指针，指向计算C[i,j]
时所选择的子问题的优化解

所对应的C表的表项
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4432210
4332210
3322210
3322110
2222110
2211110
1110000
0000000

yj

xi

B D C A B A

A

B
C
B
D
A
B

• C[i, j] = 0, i=0 或 j=0
• C[i, j] = C[i-1, j-1] + 1, xi = yj
• C[i, j] = Max(C[i, j-1], C[i-1, j]), xi ≠ yj

算法实例

↑ ↑ ↑
← ←

←

↑ ←

↑ ↑ ← ↑ ↑
↑ ↑ ↑ ←

↑ ↑ ↑ ↑ ↑

↑ ↑ ↑ ↑

↑ ↑ ↑ ↑ ©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

LCS-length(X, Y)
m←length(X)；n←length(Y)；
For   i←1 To   m Do  C[i,0]←0;
For   j←1 To   n Do   C[0,j]←0;
For   i←1 To   m Do

For   j←1 To   n Do
If  xi = yj

Then C[i,j]←C[i-1,j-1]+1；B[i,j]←“↖”; 
Else If C[i-1,j]≥C[i,j-1]

Then C[i,j]←C[i-1,j]; B[i,j]←“↑”;
Else C[i,j]←C[i,j-1]; B[i,j]←“←”; 

Return C and B. 

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 基本思想
– 从B[m, n]开始按指针搜索

– 若B[i, j]=“↖”，则xi=yj是LCS的一个元素

– 如此找到的“LCS”是X与Y的LCS的Inverse 

构造优化解

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

Print-LCS(B, X, i, j)
IF  i=0 or  j=0 THEN  Return;
IF  B[i, j]=“↖”
THEN  Print-LCS(B, X, i-1, j-1);  Print xi; 
ELSE   If   B[i, j]=“↑”

THEN   Print-LCS(B, X, i-1, j);
ELSE   Print-LCS(B, X, i, j-1).

Print-LCS(B, X, length(X), length(Y))
可打印出X与Y的LCS。

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 时间复杂性
– 计算代价的时间

• (i, j)两层循环,i循环m步, j循环n步

• O(mn)
– 构造最优解的时间: O(m+n)
– 总时间复杂性为：O(mn)

• 空间复杂性

– 使用数组C和B
– 需要空间O(mn)

算法复杂性

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

5.4  Optimal Polygon Triangulation
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©DB-LAB(2003)
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• 多边形
多边形表示为顶点坐标集P=(v0,v1,...vn)或顶点序列

v0v1,...vn-1vn

• 简单多边形
除了顶点以外没有任何边交叉点的多边形

• 多边形的内部、边界与外部
– 平面上由多边形封闭的点集合称为多边形内部，
– 多边形上的点集合称为多边形的边界
– 平面上除多边形内部和边界以外的点集合称为多

边形的外部

问题的定义

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 弦
多边形P上的任意两个不相邻结点vi、vi+1所对应的线段
vivi+1称为弦

• 三角剖分
一个多边形P的三角剖分是将P划分为不相交三角形的
弦的集合

• 优化三角剖分问题
– 输入：多边形P和代价函数W

– 输出：求P的三角分T，使得代价Σs∈ST
W(s)最小，

其中ST是T所对应的三角形集合

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 设
– P=(v0,v1,...vn)是n+1个顶点的多边形

– TP是P的优化三角剖分，包含三角形v0vk vn

优化解结构的分析

– TP=T(v0, ..., vk)∪T(vk, ..., vn)∪{v0vk，vkvn}

V0

V1

V2 Vk

Vk+1

Vk+2

Vn

Vk

©DB-LAB(2003)
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• 三角剖分问题具有优化子结构
定理. 设P=(v0,v1,...vn)是n+1个顶点的多边形. 如果TP是P的

包含三角形v0vk vn的优化三角剖分，即

TP=T(v0, ..., vk)∪T(vk, ..., vn)∪{v0vk，vkvn},
则

(1). T(v0, ..., vk)是P1=(v0,v1, ...,vk)的优化三角剖分，

(2). T(vk, ..., vn)是P2=(vk,vk+1,...,vn)的优化三角剖分。

©DB-LAB(2003)
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• 三角剖分问题具有子问题重叠性

V0

V1

V2 Vk

Vk+1

Vk+2

Vn V0

V1

V2 Vk

Vk+1

Vk+2

Vn

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 优化三角剖分的代价函数

• 设 t[i,j] = < vi-1,vi,.....,vj >的优化三角剖分代价

t[i, i] = t[j, j] = 0
t[i, j] = mini≤k<j {t[i, k] + t[k+1, j] + w(Δvi-1vkvj )}

注意：
t[i, k] = <vi-1, vi, ....., vk>的优化三角剖分代价
t[k+1, j] = <vk, vi, ....., vj >的优化三角剖分代价
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©DB-LAB(2003)
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• 优化三角剖分与矩阵链乘法问题一致.

• Homework 1:
修改算法

Matrix-chain-Order
Print-Optimal-Parens

使其计算t[i,j]并构造优化三角剖分解

优化三角剖分动态编程算法

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

5.5  0/1 Knapsack  Problem

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 问题的定义

给定n种物品和一个背包，物品i的重量是wi，
价值vi,  背包承重为C,  问如何选择装入背包的
物品，使装入背包中的物品的总价值最大？

对于每种物品只能选择完全装入或不装入，
一个物品至多装入一次。

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 输入：C>0, wi>0, vi>0, 1≤ i≤n
• 输出：(x1, x2, …, xn), xi∈{0, 1}, 满足

Σ1≤i≤nwi xi ≤C,   Σ1≤i≤nvi xi 最大

等价的整数规划问题

max Σ1≤ i≤ n vi xi
Σ1≤i≤n wixi ≤ C 
xi∈{0, 1},  1≤ i ≤ n

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 优化解结构的分析

定理 (优化子结构) 如果(y1, y2, …, yn)是0-1
背包问题的优化解，则(y2, …, yn)是如下子问题
的优化解：

max Σ2≤ i≤ n vi xi
Σ2≤i≤n wixi ≤ C – w1 y1
xi∈{0, 1},  2≤ i ≤ n

证明：如果(y2, …, yn)不是子问题优化解, 则存在
(z2, …, zn)是子问题更优的解。于是, (y1, z2, …, zn)是原
问题比(y1, y2, …, yn)更优解，矛盾。

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 建立优化解代价的递归方程

• 定义m(i, j)：
背包容量为j, 可选物品为xi, xi+1, …, xn时，问
题的最优解的代价是m(i, j).

• 形式地

问题 max Σi≤ k≤ n vk xk

Σi≤k≤n wkxk ≤ j
xk∈{0, 1},  i≤ k ≤ n

的最优解代价为m(i, j).
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©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

•递归方程

m(i, j) = m(i+1, j)                                          0≤ j < wi
m(i, j) = max{m(i+1, j), m(i+1, j-wi)+vi}       j ≥ wi

m(n, j) = 0         0 ≤ j <wn
m(n, j) = vn j ≥ wn

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 自底向上计算优化解的代价

令wi=整数, n=4

m(2,C-w1)

m(1,C)

m(2,C)

m(3, C-w1-w2) m(3,C-w1)

m(4,C-w1) m(4, C)

m(3,C)

…

…

……

…

m(4, C-w1-w2)…

m(i, j) = m(i+1, j), 0≤ j < wi
m(i, j) = max{m(i+1, j), m(i+1, j-wi)+vi},  j ≥ wi
m(n, j) = 0,   0 ≤ j <wn
m(n, j) = vn,   j ≥ wn

m(i, j)
m(i+1, j-wi)  m(i+1, j)

m(4, C-w1-w2-w3)…

©DB-LAB(2003)
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m(2, w2)m(2,w2-1)

令wi=整数, n=4

m(2,C-1)

m(1,C)

m(2,C)

m(4, 0)

m(3,w3-1) m(3,C-1)

m(4, w4) m(4,C-1) m(4,C)

m(3,C)m(3, w3)

…

…

…

…

…m(3, 0)

m(2, 0)

m(4,w4-1)…

m(i, j) = m(i+1, j), 0≤ j < wi
m(i, j) = max{m(i+1, j), m(i+1, j-wi)+vi},  j ≥ wi
m(n, j) = 0,   0 ≤ j <wn
m(n, j) = vn,   j ≥ wn

m(i, j)
m(i+1, j-wi)  m(i+1, j)

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E•算法

For   j=0 To    min(wn-1, C)   Do
m[n, j] = 0;

For   j=wn To   C    Do
m[n, j] = vn;

For   i=n-1 To   2 Do
For   j=0 To   min(wi -1, C)    Do

m[i, j] = m[i+1, j];
For   j=wi To   C Do

m[i, j]=max{m[i+1, j], m[i+1, j-wi]+vi};
If  C<w1 
Then m[1, C]=m[2, C];
Else  m[1, C]=max{m[2, C], m[2, C-w1]+v1};

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 构造优化解

1. m(1, C)是最优解代价值，相应解计算如下:
If   m(1, C) = m(2, C)
Then  x1 = 0;
Else    x1 = 1;

2. 如果 x1=0, 由m(2, C)继续构造最优解;
3. 如果 x1=1, 由m(2, C-w1)继续构造最优解.

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 时间复杂性
– 计算代价的时间

• O(Cn)
– 构造最优解的时间: O(Cn)
– 总时间复杂性为：O(n)

• 空降复杂性

– 使用数组m
– 需要空间O(Cn)

算法复杂性
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©DB-LAB(2003)

HIT
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5.6 The Optimal Binary Search Trees

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 二叉搜索树T
– 结点

• K={k1, k2, …, kn}
• D={d0, d1, …, dn}
• di对应区间(ki, ki+1)

d0对应区间(-∞, k1)
dn对应区间(kn,+∞)

– 附加信息
• 搜索ki的概率为pi
• 搜索di的概率为qi

问题的定义

1
01

=+ ∑∑
==

n

j

n

i
ji qp

k2

k4

d1

k1

d0 k3 k5

d2 d3 d4 d5

©DB-LAB(2003)
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• 搜索树的期望代价

i
n

j
iTi

n

i
iT qdDEPpkDEPTE )1)(()1)(()(

01
++= ∑∑

==
+

k2

k4

d1

k1

d0 k3 k5

d2 d3 d4 d5

©DB-LAB(2003)
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• 问题的定义

输入：K={k1, k2, …, kn}, k1< k2< …< kn,
P={p1, p2, …, pn}, pi为搜索ki的概率
Q={q0, q1, …, qn}, qi为搜索值di的概率

输出：构造K的二叉搜索树T, 使得

i
n

j
iTi

n

i
iT qdDEPpkDEPTE )1)(()1)(()(

01
++= ∑∑

==
+

最小

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 优化二叉搜索树结构的分析

• 划分子问题
K={ki, ki+1, …, kj}的优化解的根必为K中某个kr

kr

ki, …, kr-1 kr+1, …, kj

如果r=i, 左子树{ki, …, ki-1}仅包含di-1
如果r=j, 右子树{kr+1, …, kj}仅包含dj

©DB-LAB(2003)
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CS&E

• 优化子结构
定理. 如果优化二叉搜索树T具有包含关键字集合

{ki, ki+1, …, kj}的子树T’, 则T’ 是关于关键字
集合{ki, ki+1, …, kj}的子问题的优化解.

证明: 若不然，必有关键字集{ki, ki+1, …, kj}子树T’’，
T’’的期望搜索代价低于T’. 

用T’’替换T中的T’, 可以得到一个期望搜索代价
比T小的原始问题的二叉搜索树。
与T是最优解矛盾.
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©DB-LAB(2003)
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• 用优化子结构从子问题优化解构造优化解
K={ki, ki+1, …, kj}的优化解的根必为K中某个kr

kr

ki, …, kr-1 kr+1, …, kj

只要对于每个kr∈K, 确定{ki , …, kr-1}和 {kr+1, …, kj}
的优化解, 我们就可以求出K的优化解.

如果r=i, 左子树{ki, …, ki-1}仅包含di-1
如果r=j, 右子树{kr+1, …, kj}仅包含dj ©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

• 令E(i, j)为{ki, …, kj}的优化解Tij的期望搜索代价
– 当j=i-1时,  Tij中只有叶结点di-1, E(i, i-1)=qi-1

– 当j≥i时,  选择一个 kr∈{ki, …, kj}: 

建立优化解的搜索代价递归方程

kr

ki, …, kr-1 kr+1, …, kj

当把左右优化子树放进Tij时, 每个结点的深度增加1

E(i, j)=Pr + E(左子树)+ W(i, r-1)+ E(右子树)+ W(r+1, j)

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E

由

• 计算W(i, r-1)和W(r+1, j)

lqldDEPlpkDEPLTE
r

il
左

r

il
左 l )2)(()2)(()1(

1

1

1
++=+ ∑∑

−

−=

−

=
+

∑∑
−

−=

−

=
+=−+=−

1

1

1
)()1()1,(

r

il

r

il
lqlpLTELTEriW知

同理, ∑∑
=+=

+=+
j

rl

j

rl
lqlpjrW

1
),1(

令 W(i, j)=W(i, r-1) + W(r+1, j) + pr=

=W(i, j-1)+pj+qj
W(i, i-1)＝qi-1

lqldDEPlpkDEPLTE
r

il
左

r

il
左 l )1)(()1)(()(

1

1

1
++= ∑∑

−

−=

−

=
+

∑∑
−==

+

j

il

j

il
lqlp

1

©DB-LAB(2003)
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E(i, j) = E(i, r-1) + E(r+1, j) + W(i, j)

W(i, j)=W(i, r-1) + W(r+1, j) + pr =W(i, j-1)+pj+qj

E(i, j)=Pr + E(左子树)+ W(i, r-1)+ E(右子树)+ W(r+1, j)

kr

ki, …, kr-1 kr+1, …, kj

©DB-LAB(2003)
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总之

E(i, j)=qi-1      If  j=i-1
E(i, j)=mini≤r≤j {E(i,r-1)+E(r+1,j)+W(i, j)}   If j≥i

kr

ki, …, kr-1 kr+1, …, kj

W(i, i-1) = qi-1, W(i, j) = W(i, j-1) + pj + qj
©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E 自下而上计算优化解的搜索代价

E(1,4)E(1,0)

E(2,4)

E(1,1)

E(3,4)

E(1,2)

E(4,4)

E(1,3)

E(5,4)

E(2,1) E(2,2) E(2,3)

E(3,3)E(3,2)

E(4,3)

q4 =

q3 =

q2 =

q1 =

q0 =

E(i, j)=qi-1      If  j=i-1
E(i, j)=mini≤r≤j {E(i,r-1)+E(r+1,j)+W(i, j)}   If j≥i
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• W(i, i-1) = qi-1, W(i, j) = W(i, j-1) + pj + qj

W(1,4)W(1,0)

W(2,4)

W(1,1)

W(3,4)

W(1,2)

W(4,4)

W(1,3)

W(5,4)

W(2,1) W(2,2) W(2,3)

W(3,3)W(3,2)

W(4,3)

q4 =

q3 =

q2 =

q1 =

q0 =

©DB-LAB(2003)
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•算法
•数据结构

• E[1:n+1;  0:n]: 存储优化解搜索代价
• W[1: n+1;  0:n]: 存储代价增量
• Root[1:n; 1:n]:   Root(i, j)记录子问题

{ki, …, kj}优化解的根

©DB-LAB(2003)

HIT
CS&E Optimal-BST(p, q, n)

For  i=1 To  n+1   Do
E(i, i-1) = qi-1;
W(i, i-1) = qi-1;

For  l=1 To  n Do
For   i=1 To   n-l+1   Do

j=i+l-1;
E(i, j)=∞;
W(i, j)=W(i, j-1)+pj+qj;
For r=i  To  j   Do

t=E(i, r-1)+E(r+1, j)+W(i, j);
If    t<E(i, j)
Then  E(i, j)=t;  Root(i, j)=r;

Return E and Root   ©DB-LAB(2003)

HIT
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• 时间复杂性
– (l, i, r)三层循环，每层循环至多n步
– 时间复杂性为O(n3)

• 空间复杂性
– 二个(n+1)×(n+1)数组，一个n×n数组
– O(n2)

算法的复杂性

©DB-LAB(2003)
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Homework 2: 优化解的构造算法
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第六章

Greedy  Algorithm

李建中
计算机科学与工程系

HIT
CS&E

6.1 Elements of Greedy Algorithms
6.2 An activity-selection problem
6.3 Huffman codes 
6.4  Minimal spanning tree problem
6.5 Theoretical foundations of Greedy Algorithms
6.6 A task-scheduling problem

提要

HIT
CS&E

参考资料

Chapter  5

Pages 138-184

HIT
CS&E

6.1 Elements of Greedy Algorithms

• Greedy算法的基本概念

• Greedy算法与动态规划方法的比较

• Greedy算法的设计方法

HIT
CS&E

• Greedy算法的实例
– 最短路径问题

– Greedy求解过程

SS

AA

BB

CC

11
22

55

DD

EE

FF

TT

44

1111 99
55

1616
22

1818

1313

22

Greedy算法的基本概念

Greedy算法不一定产生正确解

HIT
CS&E

• Greedy算法的基本思想
– 求解最优化问题的算法包含一系列步骤
– 每一步都有一组选择
– 作出在当前看来最好的选择
– 希望通过作出局部优化选择达到全局优化选择
– Greedy算法不一定总产生优化解

• Greedy算法产生优化解的条件
– Greedy-choice-property
– Optimal substructure
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• Greedy选择性
若一个优化问题的全局优化解可以通过

局部优化选择得到，则该问题称为具有

Greedy选择性.

• 一个问题是否具有Greedy选择性需
证明

HIT
CS&E

• 优化子结构
若一个优化问题的优化解包含它的子问
题的优化解，则称其具有优化子结构

HIT
CS&E 与动态规划方法的比较

• 动态规划方法可用的条件
– 优化子结构
– 子问题重叠性

• Greedy方法可用的条件
– 优化子结构
– Greedy选择性

• 可用Greedy方法时，动态规划方法可能不适用
• 可用动态规划方法时，Greedy方法可能不适用

HIT
CS&E

1. 设计贪心选择方法：
• 贪心选择方法

• 剩余子问题

2. 证明：对于1中贪心选择来说，所求解的
问题具有优化子结构

3. 证明：对于1中贪心选择算法来说，所求
解的问题具有Greedy选择性

4. 按照1中设计的贪心选择方法设计算法

准确Greedy算法的设计方法

HIT
CS&E

6.2 An activity-selection problem

问题的定义
设计贪心选择方法
优化解的结构分析
Greedy选择性

算法设计
算法复杂性分析

HIT
CS&E 问题的定义

•• 活动
• 设S={1,2,…,n}是n个活动的集合，所有活动共

享一个资源，该资源同时只能为一个活动使用
• 每个活动i有起始时间si，终止时间fi，si≤ fi

相容活动
活动i和j是相容的，若sj≥fi或si≥fj，即

SSii ffii SSjj ffjjSSjj ffjj SSii ffii

SSii SSjj ffii ffjj
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• 问题定义
–输入：S={1, 2, …, n}，

F={ [si，fi] }，n≥i≥1
–输出：S的最大相容集合

HIT
CS&E

• 贪心思想

为了选择最多的相容活动，每次选fi最小的活
动，使我们能够选更多的活动

• 贪心选择方法

– 选择：

• 每次选择具有最小结束时间的活动fi

– 剩余资问题的结构：

• Si= { j∈S | sj ≥ fi }

设计贪心选择方法设计贪心选择方法

HIT
CS&E

引理1 设S={1,2,…,n}是n个活动集合，[si，fi ]是活动

的起始终止时间，且f1≤f2≤….≤fn，S的活动选

择问题的某个优化解包括活动1.
证 设A是一个优化解，按结束时间排序A中活动，

设其第一个活动为k，第二个活动为j.

如果k=1，引理成立.
如果k≠1，令B=A-{k}∪{1}, 
由于A中活动相容，f1≤fk ≤ sj , B中活动相容.
因为|B|=|A|, 所以B是一个优化解，且包括活动1.

优化解结构分析

sskk ssjj ssii sshh ssgg ffggffhhffii
ffjjffkk

S1 f1

HIT
CS&E定理1. 设S={1, 2, …, n}是n个活动集合，[si，fi]是活动i  

的起始终止时间，且f1≤f2≤….≤fn，设A是S的调
度问题的一个优化解且包括活动1，则A′=A-{1}   
是S′={i∈S|si≥f1}的调度问题的优化解.

证. 显然，A’中的活动是相容的.
我们仅需要证明A′是最大的.
设不然，存在一个S’ 的活动选择问题的优化解
B’，|B’|>|A’|.

令B={1}∪B’. 对于∀i∈S’, si ≥f1, B中活动相容.
B是S的一个解. 

由于|A|=|A’|+1, |B|=|B’|+1>|A’|+1=|A|，与A最
大矛盾.

定理1说明活动选择问题具有优化子结构

HIT
CS&E GreedyGreedy选择性选择性

定理2. 设 S={1, 2, …., n} 是 n 个活动集合，fl0
=0,  li 是

Si ={ j∈S | sj≥ fli-1
} 中具有最小结束时间 fli

的活

动.设A是S的包含活动1的优化解, 其中

f1≤ f2≤ …≤ fn，则A=    

证. 对|A|作归纳法.

当|A|=1时, 由引理1,命题成立.

设|A|≤k-1时，命题成立. 

当|A|=k时,由定理1，A={l1=1}∪A1. 
A1是 S2={ j∈S | sj≥ fl1

= f1 } 的优化解.

由归纳假设，A1=          .  于是, A=         .

∪
kl

li
i

1

}{
=

SS11=={ { jj∈∈SS | | ssjj ≥≥ ffll00
=0=0}}

SS22=={ { jj∈∈SS | | ssjj ≥≥ ffll11
=f=f11}}

SS33=={ { jj∈∈SS | | ssjj ≥≥ ffll22
}}

…………
SSkk=={ { jj∈∈SS | | ssjj ≥≥ ffllkk--11

}}
SSk+1k+1== { { jj∈∈SS | | ssjj ≥≥ ffllkk

}}＝＝θθ

∪
kl

li
i

2

}{
=

∪
kl

li
i

1

}{
=

HIT
CS&E

• 贪心选择方法

– 选择：

• 每次选择具有最小结束时间的活动fi

– 剩余资问题的结构：
• Si= { j∈S | sj ≥ fi }

算法的设计
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•• 算法算法

（（设设ff11≤≤ff22≤≤……..≤≤ffnn已排序）已排序）

GreedyGreedy--ActivityActivity--Selector(Selector(SS, F, F))
nn←←lenyth(Slenyth(S););
AA←←{1}{1}
jj←←11

For    For    ii←←22 To   To   nn DoDo
If   If   ssii ≥≥ ffjj

Then  Then  AA←←AA∪∪{{ii}}；；jj←←ii；；
Return  Return  AA

HIT
CS&E

•• 如果结束时间已排序
T(n)=θ(n)

• 如果 结束时间未排序
T(n)=θ(n)+θ(nlogn)=θ(nlogn)

复杂性设计

HIT
CS&E 算法正确性证明

定理3. Greedy-Activity-Selector算法能够产生

最优解.

证. Greedy-Activity-Selector算法按照引理3

的Greedy选择性进行局部优化选择.

HIT
CS&E

6.3  Huffman codes

问题的定义
设计贪心选择方法
优化解的结构分析
算法设计
算法复杂性分析

HIT
CS&E

• 二进制字符编码
– 每个字符用一个二进制0、1串来表示.

• 固定长编码
– 每个字符都用相同长的0、1串表示.

• 可变长编码
– 经常出现的字符用短码，不经常出现的用长码

• 前缀编码
– 无任何字符的编码是另一个字符编码的前缀

问题的定义
HIT

CS&E

••编码树编码树

叶结点: 用字符及
其出现频率标记

内结点: 用其
子树的叶结点
的频率和标记

边标记: 左边标记
0，右侧边标记1100100

a: 45a: 45 5555

30302525

c: 12c: 12 b: 13b: 13 1414 d: 16d: 16

e: 9e: 9f: 5f: 5

00

00

00

00

00

11

11

11

1111
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• 编码树T的代价
– 设C是字母表(给定文件中的字母集合),∀c∈C
– f(c)是c在文件中出现的频数
– dT(c)是叶子c在树T中的深度，即c的编码长度
– T的代价是编码一个文件的所有字符的代码位数:

B(T)= f c d cT
c C

( ) ( )
∈
∑

100

a: 45 55

3025

c: 12 b: 13 14 d: 16

e: 9f: 5

0

0

0

0

0

1

1

1

11

HIT
CS&E

• 优化编码树问题
输入: 字母表 C = {c1, c2, ...., cn }，

频数表 F = {f(c1), f(c2), ..., f(cn)}
输出: 具有最小B(T)的C前缀编码树

贪心思想：

循环地选择具有最低频数的两个结点，

生成一棵子树，直至形成树

HIT
CS&E

• 贪心选择方法

– 选择方法：

• 每次选择具有最低频数的两个节点x 和y，

构造一个子树：

– 剩余子问题的结构：
• C’ = C - { x, y }∪{ z }

设计贪心选择方法

z

yx

HIT
CS&E

定理1. 设T是字母表C的优化前缀树，∀c∈C，f(c)
是c在文件中出现的频数.设x、y是T中任意

两个相邻叶结点，z是它们的父结点，则z作

为频数是f(z)=f(x)+f(y)的字符，T’=T-{x,y}是
字母表C’=C-{x,y}∪{z}的优化前缀编码树.

b

c z

T’

0

0 1

1

f(c)

f(b)

f(z)=f(x)+f(y)

b

c

x y

T
0

0

0 1

1

1

f(x)

f(c)

f(y)

f(b)

z

优化解的结构分析

HIT
CS&E

uu

vv

xx yy

T’’’
00

00

00 11

11

11

f(xf(x))

f(vf(v))

f(yf(y))

f(uf(u))

zz

u

v

T’’
0

0 1

1

f(v)

f(u)

z f(z)=f(x)+f(y)

b

c z

T’

0

0 1

1

f(c)

f(b)

f(z)=f(x)+f(y)

b

c

x y

T
0

0

0 1

1

1

f(x)

f(c)

f(y)

f(b)

z

证明思路

B(T)=B(T’)+f(x)+f(y)
B(T’’’)=B(T’’)+ f(x)+f(y)
B(T’’)<B(T’)
B(T’’’)<B(T)

HIT
CS&E

证. 往证B(T)=B(T’)+f(x)+f(y).
B(T)= Σc∈Cf(c)dT(c)=f(x)dT(x)+f(y)dT(y)+Σc∈C’-{z}f(c)dT(c)

由于 dT(x)=dT(y)=dT’(z)+1
= f(x)(dT’(z)+1)+f(y)(dT’(z)+1)+Σc∈C’-{z}f(c)dT’(c)      
= f(x)+f(y)+f(x)dT’(z)+f(y)dT’(z)+Σc∈C’-{z}f(c)dT’(c)
由于f(x)+f(y)=f(z)
= f(x)+f(y)+f(z)dT’(z) +Σc∈C’-{z}f(c)dT’(c)=B(T’)+f(x)+f(y).

若T’不是C’的优化前缀编码树，

则必存在T’’，使B(T’’)<B(T’). 
因为z是C’中字符，它必为T’’中的叶子. 

把结点x与y加入T’’，作为z的子结点，

则得到C的一个如下前缀编码树T’’’：

u

v

T’’
0

0 1

1

f(v)

f(u)

z f(z)
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如上可证：

B(T’’’) = B(T’’)+f(x)+f(y)。
由于B(T’’)<B(T’)，
B(T’’’)＝B(T’’)+f(x)+f(y) < B(T’)+f(x)+f(y)=B(T)
与T是优化的矛盾，故T’是C’的优化编码树.

u

v

x y

T’’’
0

0

0 1

1

1

f(x)

f(v)

f(y)

f(u)

z

u

v

T’’
0

0 1

1

f(v)

f(u)

z f(z)

HIT
CS&E

定理2.设C是字母表，∀c∈C，c具有频数f(c), x、y
是C中具有最小频数的两个字符，则存在一

个C的优化前缀树，x与y的编码具有相同最

大长度，且仅在最末一位不同.

Greedy选择性

HIT
CS&E

不失一般性，设f(b)≤f(c), f(x)≤f(y). 因x与y是具有
最低频数的字符, f(b)≥f(x), f(c)≥f(y).交换T的b和x, 
从T构造T′ :

证:  若T是C的优化前缀树，如果x和y是具有最大深度
的两个兄弟字符, 则命题得证。

若不然，设b和c是具有最大深度的两个兄弟字符:

x

y

b c

T

HIT
CS&E

b

y

x c

T’

交换y和c
构造T′′

b

c

x y

T’’

HIT
CS&E

f c d c f c d cT
c C

T
c C

( ) ( ) ( ) ( )'
∈ ∈
∑ ∑−

往证T′′是最优化前缀树.
B(T)-B(T′)
=
= f(x)dT(x) + f(b)dT(b) - f(x)dT’(x) - f(b)dT’(b)
= f(x)dT(x) + f(b)dT(b) - f(x)dT(b) - f(b)dT(x)
= (f(b)-f(x))(dT(b)-dT(x)).
∵ f(b)≥f(x), dT(b)≥dT(x) (因为b的深度最大)
∴ B(T)-B(T’)≥0, B(T)≥B(T’)
同理可证B(T’)≥B(T’’). 于是B(T)≥B(T’’).
由于T是最优化的，所以B(T)≤B(T’’).
于是, B(T)=B(T’’)，T’’是C的最优化前缀编码树. 

在T’’中, x和y具有相同最大长度编码,且仅最后位不同.

x
y

b c

T
b

y

x c

T’

b
c

x y

T’’

HIT
CS&E

• 基本思想
– 循环地选择具有最低频数的两个结点，生成一

棵子树，直至形成树

– 例子:  f:5,  e:9,  c:12,  b:13,  d:16,  a:45

算法的设计
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c:12 b:13

f:5 e:9

d:16 a:4514第一步:
0 1

c:12 b:13

d:16 a:45

f:5 e:9

14第二步: 25
0 1 0 1

d:16

a:45第三步:

f:5 e:9

14
0 1

c:12 b:13

25
0 1

30 a:45第四步:

c:12 b:13

25
0 1

d:16

f:5 e:9

14
0 1

30

55
0 1

0 1

a:45

第五步:

c:12 b:13

25
0 1

d:16

f:5 e:9

14
0 1

30

55
0 1

0 1

100
0 1

HIT
CS&E

• Greedy算法 (Q是min-heap,  见第六章)
Huffman(C，F) 
1. n←|C|; Q←根据F排序C; T为一个空树；

2. FOR i←1 To n-1 Do
3. z←Allocate-Node( );
4. left[z]← x ←Extract-min(Q) /*从Q删除x*/; 
5. right[z]← y ←Extract-min(Q) /*从Q删除y */; 
6. f(z)←f(x)+f(y);
7. Insert(Q, z, f(z)); 
8.    Return Extract-min(Q)  /* 返回树的根 */

HIT
CS&E

• 第1步: O(nlogn)
• 每次循环：O(logn)，循环n-1次: O(nlogn)
• T(n)=O(nlogn)

复杂性分析 HIT
CS&E

定理3. Huffman算法产生一个优化前缀编码树

证. 由于定理1和定理2成立,而且Huffman算

法按照定理2的Greedy选择性确定的规

则进行局部优化选择，所以Huffman算

法产生一个优化前缀编码树。

正确性证明

HIT
CS&E

6.4  Minimal spanning tree problem

• 问题的定义
• 设计贪心选择法
• 优化解结构分析
• Greedy选择性
• Kruskal算法
• 算法复杂性

HIT
CS&E 问题的定义

•生成树
• 设G=(V, E)是一个边加权无向连通图. G的生成

树是无向树T=(V, ET), ET⊆E. 
• 如果 W: E→{实数} 是G的权函数, T的权值定

义为W(T)=∑(u,v)∈TW(u,v).  
• 最小生成树

G的最小生成树是W(T)最小的G之生成树.
问题的定义
输入: 无向连通图G=(V, E),  权函数W
输出: G的最小生成树
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BB

CC

AA

EE DD

7070

6060

80805050

9090

7575

300300

200200

BB

CC

AA

EE DD

7070

5050

9090

300300 BB

CC

AA

EE DD

7070
80805050

300300

BB

CC

AA

EE DD

7070

6060

80805050

HIT
CS&E

•基本思想
BB

CC

AA

EE DD

7070

6060

80805050

9090

7575

300300

200200

B

C

A

E D

70

60

8050

• 初始:  A=空; 构造森林GA=(V, A);
• 循环:  选择连接GA中两棵树的最小安全边加入

A, 直至所有边都考察完.

设A是一个最小生成树的
边子集合,  如果A∪{(u, v)}
也是一个最小生成树的
边子集合，则(u, v)称为
对A是安全的.

设计贪心选择方法

HIT
CS&E

• 一般算法的定义
Generic-MST(G, W)
1. A=ϑ; 
2. While  A 不是生成树 Do 
3. 寻找一个最小安全边(u, v);
2. A=A∪{ (u, v) };     
3. Return A

HIT
CS&E

• 贪心选择方法
• 贪心选择：从森林中选择一条最小安全边连接

两棵子树为一棵子树，直至森林成为一棵树

• 剩余子问题的结构：

u v

T1 T2

A x

y
z

w

HIT
CS&E

定理1. 设T是G的最小生成树. 如果T包含子树T1和
T2, T1是G的子连通图G1的生成树，T2是G

的子连通图G2的生成树，则T1是G1的最小
生成树，T2是G2的最小生成树.

证.

优化解的结构分析

u v

T1 T2

T

G1 G2

G

HIT
CS&E

定义1. 无向图G=(V, E)的一个划分是V的划分(S, V-S).
定义2. 若u∈S, v∈V-S, 则(u, v)称为划分(S, V-S) 的交叉边.
定义3. 如果边集合A中没有边是划分(S, V-S)的交叉边, 

则称划分(S, V-S)尊重A.
定义4. 划分(S, V-S)的交叉边(u, v)称为轻边, 如果在所有

(S, V-S)的交叉边中, (u, v)的权值最小.

Greedy选择性

d

e

fg

c

i

h

a

b

S

V-S

78

118 14
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定理2. 设G=(V, E)是具有边加权函数W的无向连通图,   
A⊆E是包含在G的某个最小生成树中的边集合, 
(S,V-S)是G的尊重A的任意划分, (u, v)是(S,V-S)
的交叉轻边, 则(u, v)对A是安全的.

证.  令T是包含A的最小生成树.
如果(u, v)属于T,  则(u, v)对A是安全的.
设(u, v)不属于T. 我们构造一个G的最小生成树

T’, 使其包含A∪{(u, v)}, 从而证明(u, v)安全. 

HIT
CS&E 由于u和v在划分(S, V-S) 的两边, T至

少存在一条交叉边在从u到v的路径p
中, 设为(x, y). 
由于划分尊重A, (x, y)不在A中. 删除
p中的(x, y), 增加(u, v), 得到

T’=T - {(x, y)} ∪{(u, v)}.
往证T’是最小生成树.
因为(u, v)是轻交叉边, (x, y)是交叉边, 
W(u, v)≤W(x, y). 
W(T’)=W(T)-W(x,y)+W(u,v)≤W(T)
由于T是最小生成树, W(T’)=W(T).
T’是最小生成树, A∪{ (u,v) }⊆T’, 
(u, v)对于A是安全的.

• S=黄结点集合
• V-S=浅蓝结点集合
• A=红边集合

y

x

u

v

T

p y

x

u

v

T’

p

HIT
CS&E

推论1. 设G=(V, E)是具有边加权函数W的无向连通图,   
A⊆E是包含在G的某个最小生成树中的边集合, 
C=(VC , EC)是森林GA=(V, A)中的树. 如果(u, v)
是连接C和GA中另一个树的交叉轻边, 则(u, v)
对A是安全的.

证.  划分(VC , V-VC)尊重A，因为A的边要么在C  
中，要么在GA=(V, A)的另一个树中. 
(u, v)是关于这个划分的交叉轻边. 

于是, (u, v)对A是安全的.

HIT
CS&E Kruskal算法

••基本思想基本思想
找到连接森林找到连接森林G(V, A)G(V, A)中两棵树的安全轻边加入中两棵树的安全轻边加入AA，，
直至直至GG((VV, , AA))成为一棵树。成为一棵树。

••实例实例

ＡＡ

ＨＨ

ＢＢ ＣＣ

ＧＧ

ＩＩ ＥＥ

ＦＦ

ＤＤ
44

88

1111

88 77
99

1414

1010

44

2211

22

6677

HIT
CS&E Kruskal算法

MST-Kruskal(G, W)
1.   A=ϑ;
2.   For  ∀v∈V[G] Do
3. Make-Set(v);   /* 建立只有v的集合 */
4. 按照W值的递增顺序排序E[G];
5. For ∀(u, v)∈E[G] (按W值的递增顺序)   Do
6. If   Find-Set(u)≠Find-Set(v)
7. Then  A=A∪{(u, v)};  Union(u, v);
8. Return  A

HIT
CS&E 算法复杂性

• 令n=|V|, m=|E|
• 第4步需要时间: O(mlogm)
• 第2-3步执行O(n)个Make-Set操作

第5-8步执行O(m)个Find-Set和Union操作

需要时间: O((n+m)α(n))
• m≥n-1(因为G连通), 由α(n)<logn<logm
• 总时间复杂性：O(mlogm)

集合操作的复杂性见Intro. To Algo. 第21章（498-509）
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CS&E 算法正确性

定理2. MST-Kruskal(G, W)算法能够产生图

G的最小生成树.
证. 因为算法按照Greedy选择性进行局

部优化选择，并且每次选择的都是

最小边.

HIT
CS&E

6.5 Theoretical foundations of 
Greedy Algorithms

Matroid (拟阵) 
Matroid 实例
Matroid的性质
加权Matroid上的Greedy算法
算法的正确性

HIT
CS&E

• Matroid定义
Matroid是一个序对M=(S, I)，满足：
(1)  S是一个有限非空集合.
(2)  I是非空的S子集的集族，I中的子集称为

S的独立子集.
(3) 遗传性: 如果A∈I，B⊆A，则B∈I
(4) 交换性: 如果A∈I，B∈I，⎮A⎮<⎮B⎮，则

∃x∈B-A使得A∪{x}∈I.

Matroid (拟阵)
HIT

CS&E

• 实例(Graphic Matroid)
定义1. 设 G = (V，E) 是一个无向图，由 G 确定的

MG=(SG，IG)定义如下: SG是G的边集合E，

IG={A|A⊆E, GA(V, A)是森林}. 

定理1. 如果G是一个无向图，则MG=(SG，IG)是一

个Matroid.
证.  ① SG=E是一个有限集合.

② ∀e∈E, Ge(V, {e})是一个森林，{e}∈IG

于是，IG是SG的非空集族.

HIT
CS&E③ MG满足遗传性: 

如果A∈IG，B⊆A，则GA(V, B)是一个森林. 于是，
A∈IG，MG满足遗传性.

④ MG满足交换性: 
设A∈IG,  B∈IG, |A|<|B|. 
图论定理：具有k条边的森林具有|V|－k棵树.
GA=(V, A)和GB= (V, B)分别具有|V|-|A|和|V|-|B|棵树. 
由于|V|-|A|>|V|-|B|, GB中必存在树T, T的节点在GA的
不同树中. 
由于T是连通的, T必包含边(u, v)：在GA的不同树中.   
于是, (V, A∪{(u,v)})是森林, A∪{(u,v)}∈IG , (u,v)∈B-A,  
MG满足交换性.

HIT
CS&E

• Matroid的性质
定义2. 设M=(S, I)是一个Matroid, A∈I. 如果A∪{x}∈I , 

x∉A, x称为A的一个extension.
定义3. 设M=(S, I)是Matroid, A∈I. 若A没有extension, 

则称A为最大独立子集合.
定理2. 一个Matroid的所有最大独立子集合都具有相

同大小.
证. 设A是Matroid M的最大独立子集合，而且存

在M的另一个独立子集合B, |A|<|B|. 
根据M的交换性, ∃x∈B-A使A∪{x}∈I, 与A最

大矛盾.
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• Matroid的优化子集

定义4. 设M=(S, I)是一个Matroid。如果存在一
个权函数W, 使得∀x∈S, W(x)是一个正数, 
则称M是加权Matroid. W可以扩展到S
的任意子集合A: W(A)= ∑ x∈AW(x).

定义5. Matroid M=(S, I)中具有最大权值W(A)

的独立子集A∈I称为M的优化子集.

加权Matroid上的Greedy算法

实际背景:
很多可用Greedy算法获得最优解的问题可以归
结为在加权Matroid中寻找优化子集的问题, 即
给定M=(S, I)和权函数W, 找到独立子集A∈I, 使
得W(A)最大。

HIT
CS&E

• 实例1: 最大生成森林问题
– 问题定义

输入：无向图G=(V, E)，权函数W: E→正整数集

输出：边子集合A⊆E, GA(V, A)是森林，W(A)最大

– 转换为加权Matroid上寻找优化子集问题
• 构造：

MG=(SG ,IG), SG＝E, IG={A|A⊆E, GA(V,A)是森林}, MG 是拟阵

• MG的最优子集A满足：
– (V, A)是森林

– W(A)最大

HIT
CS&E

• 实例2: 最小生成森林问题
– 问题定义

输入：无向图G=(V, E)，权函数W: E→正整数集
输出：边子集合A⊆E, GA(V, A)是森林，W(A)最小

– 最大转换为加权Matroid上寻找优化子集问题
• 构造：

MG=(SG ,IG), SG＝E, IG={A|A⊆E, GA(V,A)是森林}，MG 是拟阵
• 构造权函数W’

– W’(e)=W0-W(e)，W0 > max{W(e)}
– ∀e∈E，W’(e)>0.
– W’扩展为W’(A)= |V|W0 - W(A)，∀A⊆E

• MG的最优子集A满足：
– (V, A)是森林
– W’(A)最大，即W(A)最小.

HIT
CS&E

• 加权Matroid优化子集问题的定义
输入：Matroid M=(S, I), 函数W: S →正数集

输出：M的独立子集A∈I, 使得W(A)最大

HIT
CS&E• 算法

Greedy(M, W)
1 A=Φ ;
2 按权W值递减排序S;
3 For  ∀x∈S（按W(x)递减顺序）DO
4 If   A∪{x}∈I /* 选择目前W(x)最大的x  */
5 Then  A=A∪{x};
6 Return A.

• 时间复杂性
step 2:  O(|S|log|S|)
step 4:  O(f(|S|))
T(|S|) = O( |S|log|S|+|S| f(|S|) )

HIT
CS&E• 优化子结构

定理1. 设x是第一个被Greedy算法选中的元素. 包含
x的优化子集A包含子问题M’=(S’, I’)的优化

子集A’=A-{x}, M’=(S’, I’)定义如下:
S’=S-{y| W(y)<W(x)}-{x}
I’={B⊆S’ | B∪{x}∈I}

而且M’的权函数与M的权函数相同. 
证. 因为A=A’∪{x}∈I, 所以A’=A-{x}∈I’.

若A’不是M’的优化子集, 则存在M’的一个优
化子集B使得W(B)>W(A’). 
由于B∪{x}∈I, W(A)=W(A’)+W(x), 
W(B∪{x})=W(B)+W(x)>W(A’)+W(x)=W(A),

与A优化矛盾.
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• Greedy选择性
定理2. 设M=(S, I)是一个加权Matroid, W是M的权函数, S  

按W值递减排序. 设x是S中第一个满足{x}∈I的元
素, 则存在一个M的优化子集A, x∈A.

证. 若存在优化子集A包含x，则引理得证.  
否则, 设B是任意非空优化子集, x∉B.  
S中x之前的元素y必不在B中, 否则由遗传性, {y}∈I,  
与“x是S中第一个满足{x}∈I的元素”矛盾.
显然, ∀z∈B，W(x)≥W(z).  如下构造含x的优化子集A:
初始:  A={x}∈I;
用交换性:  ∀z∈B-A, 若A∪{z}∈I,  A=A∪{y}, 直至|A|=|B|.
显然， ∃w∈B, A=(B-{w})∪{x}.
于是, W(A)=W(B)-W(w)+W(x)≥W(B).
因为B是优化子集, 所以W(A)≤W(B), W(A)=W(B). 
A是优化子集, 且x∈A.

HIT
CS&E

• 算法正确性
引理1. Greedy算法返回一个独立子集合.

证. 设Greedy返回集合A，对|A|做数学归纳法.
当|A|=0时, A是空集, 由遗传性, A是独立子集合.
设|A|≤k时, A是独立子集. 
当|A|=k+1时, A由第4-5步得到, 即A=A∪{x}.
第4步已判定A∪{x}∈I，A=A∪{x}是独立子集.

HIT
CS&E

引理2.设M=(S, I)是一个Matroid. 如果x∈S不是空集Φ的

extension, 则x不是任何独立子集的extension.
证.反证.设x∈S是独立子集A的extension但不是Φ的

extension.
由于x是A的extension, A∪{x}∈I. 由M的遗传性，

{x}∈I, 即{x}是Φ的 extension, 矛盾.
推论1.任何元素一旦不能被初始选中, 则永远不会被选中.
推论2.Greedy算法不会由于不再考虑未被初始选中的元

素而产生错误. 

HIT
CS&E

定理3.设M=(S, I)是一个Matroid, W是M的权函数,  
Greedy(M,W)返回一个M的优化子集.

证. ①. 引理2说明, 任何没有被Greedy选中的S元素, 以
后不会被选中，可以不再考虑.

②. 算法每次循环都按照定理给出方法进行贪心选

择最大元素x.
③. 算法每次循环按都照定理2的优化子结构求解子

问题M’的包含x的最优子集的问题.
于是,  Greedy(M, W)返回一个M的优化子集.

HIT
CS&E

6.6  A task-scheduling problem

HIT
CS&E

• 单位时间任务

需要一个单位时间就能够完成的任务

• 单位时间任务的调度问题
输入：

单位时间任务集S={1, 2, …, n}
正整数任务期限D={d1, d2, …, dn}, 任务i须在di前完成

非负权集W={w1,w2,…,wn}, 任务i不在di前完成罚款wi

输出：

S的一个调度(S的一个执行顺序), 具有最小总罚款

问题定义
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• 转换为加权Matroid的优化子集问题

定义1. 设S是一个任务调度.任务i在S中是迟的如

果它在di之后完成; 否则是早的.

定义2. 如果在一个调度中, 早任务总是先于迟任务, 
则称该调度具有早任务优先形式.

定义3. 如果一个调度具有早任务优先形式而且按期

限单调递增顺序执行各个早任务, 则称该调度

具有规范化形式..

HIT
CS&E

•• 任务调度的规范化
第一步: 将调度安排成早任务优先形式, 即如果早

任务x跟在迟任务y之后, 交换x和y的位置; 
第二步: 如果任务i和j是早任务, 而且分别完成于时

间k和k+1, dj<di, 交换i和j的位置.

• 调度优先形式不改变任何任务的早或迟状态
• 调度规范形式不改变任何任务的早或迟状态

ddjj ddiik+1k+1kk

jj完成完成ii完成完成

寻找最优调度问题成为寻找最优早任务集合A的
问题. 一旦A被确定后，就可以按期限单调递增序
列出A中的所有元素, 然后按任意顺序列出迟任务
(即S-A)

HIT
CS&E

定义4. 任务集合A称为独立的如果存在一个关于
于A的调度, 使得A中的任务皆非迟任务.

例. 一个优化调度的早任务集合是独立任务
集合.

以下:
用I表示所有独立任务集合的集族
用Nt(A)表示A中期限小于等于t的任务数

HIT
CS&E

引理1.  对于任何任务集合A, 下边的命题等价:
1. A是独立集合,
2. 对于t=1, 2, …, n, Nt(A)≤t,
3. 如果按照期限递增顺序调度A中任务, 则

A中无迟任务.
证. 1→2. 如果Nt(A)>t, 则有多于t个任务需要在t时间

内完成, 不存在使得A中无迟任务的调度.
2→3. 若A中任务依其期限递增排列, 则2意味着

排序后, 在时间t之前必须完成的A中任务
数至多为t. 于是, 按期限递增顺序调度A中
任务, A无迟任务.

3→1. 显然.

Nt(A)＝A中期限小于等于t的任务数

HIT
CS&E

定理1. 若S是一个带期限的单位时间任务的集合, 且I为
所有独立任务集构成的集族, 则M=(S, I)是一个
Matroid.

证明. 1. S是非空有限集合.
2. I是S的子集的非空集族, 因为单个任务集属于I. 
3. 遗传性: 若A∈I, B⊆A, 则B∈I.
4. 交换性: 设A, B∈I, |B|>|A|, k=max1≤t≤n{t | Nt(B)≤Nt(A)}. 

于是, B中包含了比A中更多的具有期限k+1的任务. 设
x∈B-A, x具有期限k+1. 令A’=A∪{x}. 往证A’独立. 

对于1≤t≤k,  Nt(A’)=Nt(A)≤t, 因为A是独立的. 
对于k<t≤n, Nt(A’) ≤Nt(B)≤t, 因为B是独立的. 
于是, A’是独立的.

kk NNjj((BB))>>NNjj((AA))NNtt(B)(B)≤≤NNtt(A(A))
tt≤≤kk jj>>kk

Nt(A)＝A中期限小于等于t的任务数

HIT
CS&E

最后, 任务调度问题转换为M=(S, I)上寻找
最优子集问题，M的加权函数为W(罚款)
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作业：
背包问题定义如下：

输入：正数 P1，P2，…, Pn, W1，W2, …, Wm, M
输出：X1，X2，…, Xn,  0≤Xi≤1, 使得

Σ1≤ i≤ nPiXi最大

Σ1≤ i≤ nWiXi≤M
给出一个求解背包问题的贪心算法，并证明算法的正
确性。
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第七章

Amortized Analysis

李建中
计算机科学与工程系

HIT
CS&E

7.1 Elements of Amortized Analysis
7.2 Aggregate Analysis
7.3 The Accounting Method 
7.4  The Potential Method

提要

HIT
CS&E

参考资料

Chapter 6 Amortized Analysid

Pages 185 - 194

HIT
CS&E

7.1 Elements of Amortized Analysis

• Amortized Analysis的基本思想
• Amortized Analysis方法

HIT
CS&E Amortized Analysis的基本思想

平摊分析的目的是分析给定数
据结构上的n个操作代价上界

对一个数据结构
执行一个操作序列:
有的代价很高
有的代价一般
有的代价很低

各个操作的平
均代价？

整个序列的代
价是多少？

将总的代价平摊到
每个操作上

平
摊
代
价

不涉及概率
异于平均分析

HIT
CS&E

• Aggregate Analysis方法（每个操作的代价）

– 确定n个操作的上界T(n), 每个操作平摊T(n)/n
• Accounting方法（整个操作序列的代价）

–不同类型操作赋予不同的平摊代价
–某些操作在数据结构的特殊对象上“预付”代价

• Potential方法（整个操作序列的代价）
–不同类型操作赋予不同的平摊代价
– “预付”的代价作为整个数据结构的“能量”

Amortized Analysis的基本思想



zhang

兰州 2

HIT
CS&E

7.2 Aggregate Analysis

聚集方法的原理
聚集方法的实例之一
聚集方法的实例之二

HIT
CS&E

目的是分析n个操作系列中
每个操作的复杂性上界

聚集方法的原理

数据结构上共有n个
操作, 最坏情况下:

操作1:  Cost=t1
操作2:  Cost=t2

.

.

.
操作n:  Cost=tn

平摊代价：
T(n)/n

每个操作被赋予相同
代价，不管操作类型

T(n)=∑
=

n

i
it

1

HIT
CS&E 聚集方法实例之一: 栈操作系列

• 普通栈操作及其时间代价
– Push(S, x): 将对象压x入栈S
– Pop(S) :  弹出并返回S的顶端元素
–两个操作的运行时间都是O(1)
–可把每个操作的实际代价视为1
– n个Push和Pop操作系列的总代价是n
– n个操作的实际运行时间为θ(n)

HIT
CS&E

• 新的普通栈操作及其时间代价
–操作Multipop(S, k): 
去掉S的k个顶对象, 当|S|<k时弹出整个栈

–实现算法
Multipop(S, k)
1  While  not STACK-EMPTY(S) and k≠0  Do
2            Pop(S);
3            k←k-1.

– Multipop(S, k)的实际代价 (设Pop的代价为1)
• Multipop的代价为min(|S|, k)

HIT
CS&E

• 初始栈为空的n个栈操作序列的分析
– n个栈操作序列由Push、Pop和Multipop组成
– 粗略分析

• 最坏情况下，每个操作都是Multipop
• 每个Multipop的代价最坏是O(n)
• 操作系列的最坏代价为T(n)＝O(n2)
• 平摊代价为T(n)/n＝O(n)

– 精细分析
• 一个对象在每次被压入栈后至多被弹出一次
• 在非空栈上调用Pop的次数(包括在Multipop内的调
用)至多为Push执行的次数, 即至多为n

• 最坏情况下操作序列的代价为T(n)≤2n＝O(n)
• 平摊代价=T(n)/n=O(1)

分析太粗糙分析太粗糙
！！！！！！

nn--11个个pushpush
11个个multipopmultipop

HIT
CS&E 聚集方法实例之二: 二进计数器

• 问题定义：由０开始计数的k位二进计数器

输入：k位二进制变量x，初始值为0
输出：x+1 mod 2k

数据结构：
A[0..k-1]作为计数器, 存储x
x的最低位在A[0]中, 最高位在A[k-1]中
x = 

k
i

A i i−
=

⋅∑
1
0

2[ ]
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• 计数器加1算法
输入：A[0..k-1]，存储二进制数x
输出：A[0..k-1]，存储二进制数x+1 mod 2k

INCREMENT(A)
1 i←0
2 while  i<k and A[i]=1 Do
3 A[i]←0;
4 i←i+1;
5 If  i<length[A] Then  A[i]←1

HIT
CS&E• 初始为零的计数器上n个INCREMENT操作分析

Counter                                                         Counter                                                         每个操作每个操作
Value                                                           Value                                                           CostCost
N   A[7]  A[6]  A[5]  A[4]  A[3]  A[2]   A[1]  A[0]
0      0        0        0       0       0        0        0        0
1      0        0        0       0       0        0        0        1 1
2      0        0        0       0       0        0        1        0 2
3      0        0        0       0       0        0        1        1 1
4      0        0        0       0       0        1        0        0 3
5      0        0        0       0       0        1        0        1 1
6      0        0        0       0       0        1        1        0 2
7      0        0        0       0       0        1        1        1 1
8      0        0        0       0       1        0        0        0  4
9      0        0        0       0       1        0        0        1  1
10 0        0        0       0       1        0        1        0        2
11    0        0        0       0       1        0        1        1  1
12    0        0        0       0       1        1        0        0  3
13   0        0        0       0       1        1        0        1 1
14 0        0        0       0       1        1        1        0        2
15    0        0        0       0       1        1        1        1  1
16    0        0        0       1       0        0        0        0  5

HIT
CS&E

•• 粗略分析
• 每个Increment的时间代价最多O(k)
• n个Increment序列的时间代价最多O(kn)
• n个Increment平摊代价为O(k)
• 例如上例中：k*n=8*16=128

• 精细分析

HIT
CS&E

Counter                                                         Counter                                                         TotalTotal
Value                                                           Value                                                           CostCost
N   A[7]  A[6]  A[5]  A[4]  A[3]  A[2]   A[1]  A[0]
0      0        0        0       0       0        0        0        0 0
1      0        0        0       0       0        0        0        1 1
2      0        0        0       0       0        0        1        0 3
3      0        0        0       0       0        0        1        1 4
4      0        0        0       0       0        1        0        0 7
5      0        0        0       0       0        1        0        1 8
6      0        0        0       0       0        1        1        0 10
7      0        0        0       0       0        1        1        1 11
8      0        0        0       0       1        0        0        0  15
9      0        0        0       0       1        0        0        1  16
10 0        0        0       0       1        0        1        0        18
11    0        0        0       0       1        0        1        1  19
12    0        0        0       0       1        1        0        0  22
13   0        0        0       0       1        1        0        1 23
14 0        0        0       0       1        1        1        0        25
15    0        0        0       0       1        1        1        1  26
16    0        0        0       1       0        0        0        0  31

操作Cost＝O(发生改变的位数)

HIT
CS&E

•精细分析
• A[0]每次操作发生一次改变，总次数为n
• A[1]每两次操作发生一次改变，总次数为n/2
• A[2]每四次操作发生一次改变，总次数为n/4
• 一般地

• 对于i=0, 1, …., lgn, A[i]改变次数为n/2i

• 对于i>lgn, A[i]不发生改变
(因为n个操作结果为n，仅涉及A[0]至A[lgn]位）

• T(n)= Σ0≤ i ≤ lgn n/2i <n Σ0≤ i ≤ ∞1/2i = O(n)
• 每个Increment操作的平摊代价为O(1)

HIT
CS&E

7.3  The Accounting Method
Accounting方法的原理
Accounting方法的实例之一
Accoutning方法的实例之二
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• Accounting方法
– 目的是分析n个操作系列的复杂性上界
– 一个操作序列中有不同类型的操作
– 不同类型的操作的操作代价各不相同
– 于是我们为每种操作分配不同的平摊代价

• 平摊代价可能比实际代价大，也可能比实际代价小
• 如果平摊代价比实际代价高：一部分用于支付实际代价，
多余部分作为Credit附加在数据结构的具体数据对象上

• 当一个操作的平摊代价比实际代价低时： Credit用来补充
支付实际代价

– 平摊代价的选择规则：
• 设ci和αi是操作i的实际代价和平摊代价

• Σ1≤ i≤nαi ≥ Σ1≤ i≤nci 必须对于任意n个操作序列都成立

Accounting方法的原理

数据结构中存储的Credit在任何时候都必
须非负，即Σ1≤ i≤nαi - Σ1≤ i≤nci ≥0永远成立

HIT
CS&E

• 各栈操作的实际代价
– Cost(PUSH)=1
– Cost(POP)=1
– Cost(MULTIPOP)=min{k, s}

• 各栈操作的平摊代价
– Cost(PUSH)=2

• 一个1用来支付PUSH的开销, 
• 另一个1存储在压入栈的元素上, 预支POP的开销

– Cost(POP)=0
– Cost(MULTIPOP)=0

• 平摊代价满足
– Σ1≤ i≤ nαi －Σ1≤ i≤ n ci ≥0 对于任意n个操作序列都成立

• 因为栈中的对象数≥0
• n个栈操作序列的总平摊代价

– O(n)

栈操作序列的分析

HIT
CS&E

• Increment操作的平摊代价
– 每次一位被置1时，付2美元

• 1美元用于置1的开销
• 1美元存储在该“1”位上，用于支付其被置0时的开销
• 置0操作无需再付款

– Cost(Increment)=2
• 平摊代价满足

– Σ1≤ i≤ nαi ≥Σ1≤ i≤ n ci 对于任意n个操作序列都成立，即
任何时刻，计数器上的Credit非负

• n个Increment操作序列的总平摊代价
– O(n)

二进制计数器Increment操作序列分析 HIT
CS&E

7.4  The Potential Method

Potential方法的原理
Potential方法的实例之一
Potential方法的实例之二

HIT
CS&E

• Potential方法
– 目的是分析n个操作系列的复杂性上界

– 在会计方法中，如果操作的平摊代价比实际代价大，
我们将余额与数据结构的数据对象相关联

– Potential方法把余额与整个数据结构关联，所有的这
样的余额之和，构成数据结构的势能

• 如果操作的平摊代价大于操作的实际代价，势能增加
• 如果操作的平摊代价小于操作的实际代价，要用数据结
构的势能来支付实际代价，势能减少

Potential方法的原理 HIT
CS&E• 数据结构势能的定义

– 考虑在初始数据结构D0上执行n个操作
– 对于操作i

• 操作i的实际代价为ci
• 操作i将数据结构Di-1变为Di
• 数据结构Di的势能是一个实数φ(Di) , φ是一个正函数
• 操作i的平摊代价：αi＝ci +φ(Di )-φ(Di-1 )

– n个操作的总平摊代价（必须是实际代价的上界）

– 关键是φ的定义
• 保证φ(Dn)≥φ(D0), 使总平摊代价是总实际代价的上界
• 如果对于所有i, φ(Di )≥φ(D0) , 可以保证φ(Dn)≥φ(D0)
• 实际可以定义φ(D0)＝0，φ(Di )≥0

)
1

)1()((
1

∑
= −−+=∑

=

n

i iDiDic
n

i i φφα

∑
=

−+=
n

i
DDic1

)()n( 0φφ
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• 栈的势能定义
– φ(Dm )定义为栈Dm中对象的个数，于是

• φ(D0)＝0，D0是空栈

• φ(Di )≥0＝φ(D0),  因为栈中对象个数不会小于0
• n个操作的总平摊代价是实际代价的上界

– 栈操作的平摊代价（设栈Di-1中具有s个对象）
• PUSH: αi=ci+φ(Di )-φ(Di-1)=1+(s+1)-s=2
• POP: αi=ci+φ(Di )-φ(Di-1)=1+(s-1)-s=0
• MULTIPOP(S, k): 设k‘＝min(k,s)

αi=ci+φ(Di )-φ(Di-1)=k’+(s-k’)-s=k’－k’＝0
– n个栈操作序列的平摊代价是O(n)

栈操作序列的分析 HIT
CS&E

• 计数器的势能定义
– φ(Dm )定义为第m个操作后计数器中1的个数bm

• φ(D0)＝0，D0是空栈
• φ(Di )≥0＝φ(D0),  因为计数器中1的个数不会小于0
• 于是，n个操作的总平摊代价是实际代价的上界

– INCREMENT操作的平摊代价
• 第i个INCREMENT操作resets ti bits, 实际代价为ti＋1
• 计算操作i的平摊代价αi=ci+φ(Di )-φ(Di-1)

– If bi＝0, 操作i resets所有k位, 所以bi-1=ti=k
– If bi>0, 则bi＝bi-1-ti+1
– 于是 bi ≤ bi-1-ti+1

φ(Di )-φ(Di-1)=bi－bi-1 ≤ bi-1-ti+1－bi-1=1-ti
– 平摊代价αi=ci+φ(Di )-φ(Di-1)≤(ti+1)+(1-ti )=2

– n个操作序列的总平摊代价是O(n)

二进制计数器操作序列分析
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7.1  7.1  MotivationMotivation of Tree Searchingof Tree Searching

很多问题可以表示成为树很多问题可以表示成为树. . 

于是于是, , 这些问题可以使用树这些问题可以使用树

搜索算法来求解搜索算法来求解

HIT
CS&E

•• 问题的定义问题的定义

–– 输入输入: : nn个布尔变量个布尔变量xx11, x, x22, , ……., ., xxnn

关于关于xx11, x, x22, , ……., ., xxnn的的kk个析取布尔式个析取布尔式

–– 输出输出: : 是否存在一个是否存在一个xx11, x, x22, , ……., ., xxnn的一种赋值的一种赋值

使得所有使得所有kk个布尔析取式皆为真个布尔析取式皆为真

布尔表达式可满足性问题布尔表达式可满足性问题 HIT
CS&E•• 把问题表示为树把问题表示为树

–– 通过不断地为赋值集合分类来建立树通过不断地为赋值集合分类来建立树

((以三个变量以三个变量((xx11, x, x22, x, x33))为例为例))

xx11=T=T xx11=F=F

xx22=T=T xx22=F=Fxx22=T=Txx22=F=F

xx33=T=T xx33=T=T xx33=T=T xx33=T=T xx33=F=Fxx33=F=Fxx33=F=Fxx33=F=F
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•• 求解问题求解问题

–– 设有布尔式设有布尔式:  :  --xx11,  x,  x11,  x,  x22∨∨ xx5 5 ,  x,  x33,  ,  --xx22

xx11=T=T xx11=F=F

HIT
CS&E

•• 问题的定义问题的定义

–– 输入输入:  :  具有具有88个编号小方块的魔方个编号小方块的魔方

88--PuzzlePuzzle问题问题

22 33
55 11 44

778866
–– 输出输出:  :  移动系列移动系列,, 经过这些移动经过这些移动,, 魔方达如下状态魔方达如下状态

11 22
88 44

556677

33

HIT
CS&E

•• 转换为树搜索问题转换为树搜索问题
22 33
55 11 44

778866

22
55 11 44

778866

33 22 33
55 11

778866

44

HIT
CS&E Hamiltonian环问题

•• 问题定义问题定义
–– 输入输入: : 具有具有nn个节点的连通图个节点的连通图GG=(=(V, EV, E))
–– 输出输出: G: G中是否具有中是否具有HamiltonianHamiltonian环环

沿着沿着GG的的nn条边经过每个节点一次条边经过每个节点一次, , 
并回到起始节点的环称为并回到起始节点的环称为GG的一个的一个
HamiltonianHamiltonian环环..

HIT
CS&E

11 22 77

44

55

3366

11 22 44

33 55

无无HamiltonianHamiltonian环图环图: : 

有有HamiltonianHamiltonian环图环图: : 

HIT
CS&E

•• 转换为树搜索问题转换为树搜索问题
11

33

44

55 77

556677

3322 66

55 22 44

7744 55 77

447733 77 66 55

3322 66

2266

1111

11 22 77

44

55

3366
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11

22

33 44 55

44 445533

3355

11 22 44

33 55
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7.2 7.2 Basic Tree Searching Basic Tree Searching StrategiesStrategies

•• BreadthBreadth--First SearchFirst Search
•• DepthDepth--First SearchFirst Search

HIT
CS&E

•• 算法算法

1. 1. 构造由根组成的队列构造由根组成的队列QQ；；

2.2. If  If  QQ的第一个元素的第一个元素xx是目标节点是目标节点 Then  Then  停止停止;;
3. 3. 从从QQ中删除中删除xx，把，把xx的所有子节点加入的所有子节点加入QQ的末尾的末尾;;
4. If  4. If  QQ空空 Then Then 失败失败 Else  Else  gotogoto 2.2.

BreadthBreadth--First SearchFirst Search HIT
CS&E•• 例例:: 求解求解88--PuzzlePuzzle问题问题

22
11 88 44

556677

33

22
11 88 44

556677

33 2211
88 44

556677

33

2211
88 44

556677

33 2211
88 44

5566
77

3322
11 88 44

556677

3322
11

88
44
556677

33

HIT
CS&E Depth-First Search

•• 算法算法

1. 1. 构造一个由根构成的单元素栈构造一个由根构成的单元素栈SS;;
2.  If  2.  If  TopTop((SS))是目标节点是目标节点 Then  Then  停止停止;;
3.  3.  PopPop((SS),  ),  把把TopTop((SS))的所有子节点压入栈顶的所有子节点压入栈顶;;
4.  If  S4.  If  S空空 Then  Then  失败失败 Else  Else  gotogoto 2.2.

HIT
CS&E•• 例例1. 1. 求解子集合和问题求解子集合和问题

输入输入: S={7, 5, 1, 2, 10}: S={7, 5, 1, 2, 10}
输出输出: : 是否存在是否存在SS’’⊆⊆SS,  ,  使得使得SumSum((SS’’)=9)=9

00

77

881212 99

1010 1818

77

55 11 22

22 1010
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CS&E•• 例例2. 2. 求解求解HamiltonianHamiltonian环问题环问题

11 22

55 44

33

66

11

44 5522

2233 55 665533

3322 2244 44

4455 3366335566

66

11
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7.3 7.3 Optimal Tree Searching StrategiesOptimal Tree Searching Strategies

•• Hill ClimbingHill Climbing
•• BestBest--First Search StrategyFirst Search Strategy
•• BranchBranch--andand--Bound StrategyBound Strategy

HIT
CS&E

•• 基本思想基本思想

–– 在深度优先搜索过程中在深度优先搜索过程中, , 我我们经常遇到多个们经常遇到多个
节点可以扩展的情况节点可以扩展的情况, , 首先扩展哪个首先扩展哪个??

–– 爬山策略使用贪心方法确定搜索的方向爬山策略使用贪心方法确定搜索的方向, , 是是
优化的优化的深度优先搜索策略深度优先搜索策略

–– 爬山策略使用启发式测度来排序节点扩展爬山策略使用启发式测度来排序节点扩展
的顺序的顺序

Hill Climbing HIT
CS&E

•• 用用88--PuzzlePuzzle问题来说明爬山策略的思想问题来说明爬山策略的思想
–– 启发式测度函数启发式测度函数:  :  f(nf(n)=)=W(nW(n)), , W(nW(n))是节点是节点nn中处中处

于错误位置的方块数于错误位置的方块数..
–– 例如例如, , 如果节点如果节点nn如下如下, , 则则f(nf(n)=)=33, , 因为方块因为方块11、、22、、88

处于错误位置处于错误位置..

8822
11 44

556677

33

HIT
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22
11

88
44
556677

33

22
11
88

44
556677

33

22
1 8 4

567

33 2
1 8 4

567

3

21
8 4

567

3

21
8 4

567

3 21
8 4

56
7

3

22
11

88
44

556677

33 22
11

88
44
55

66
77

3322
11 88 44

556677

33
33 33 44 44

22 44

11

00 22

f(nf(n) ) 值值
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•• Hill ClimbingHill Climbing算法算法

1.1. 构造由根组成的单元素栈构造由根组成的单元素栈SS;;
2.  If  2.  If  Top(STop(S))是目标节点是目标节点 Then  Then  停止停止;;
3.  3.  Pop(Pop(SS););
4.  4.  SS的子节点按照其启发测度由大到的子节点按照其启发测度由大到

小的顺序压入小的顺序压入SS;  ;  
5.  If  5.  If  SS空空 Then  Then  失败失败 Else  Else  gotogoto 2.2.
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••基本思想基本思想
•• 结合深度优先和广度优先的优点结合深度优先和广度优先的优点
•• 根据一个评价函数根据一个评价函数, , 在目前产生的所有在目前产生的所有

节点中选择具有最小评价函数值的节节点中选择具有最小评价函数值的节
点进行扩展点进行扩展..

•• 具有全局优化观念具有全局优化观念, , 而爬山策略仅具有局部而爬山策略仅具有局部
优化观念优化观念..

BestBest--First Search First Search SttrategySttrategy HIT
CS&E

•• BesTBesT--First SearchFirst Search算法算法

1. 1. 使用评价函数构造一个堆使用评价函数构造一个堆HH, , 首先构造由根首先构造由根
组成的单元素堆组成的单元素堆;;

2.  If   2.  If   HH的根的根rr是目标节点是目标节点 Then  Then  停止停止;;
3.  3.  从从HH中删除中删除rr, , 把把rr的子节点插入的子节点插入HH; ; 
4.  If   4.  If   HH空空 Then  Then  失败失败 Else   Else   gotogoto 2.2.

•• 88--PuzzlePuzzle问题实例问题实例

HIT
CS&E

22
11

88
44
556677

33

22
11
88

44
556677

33 22
11

88
44

556677

33 22
11

88
44
55

66
77

33
33 44 44

22
11 88 44

556677

33
33

22
1 8 4

567

33 2
1 8 4

567

3

21
8 4

567

3

21
8 4

567

3 21
8 4

56
7

3

22 44

11

00 22

22 11
88

44
556677

33
33

22
11
88

44
5566

77
33

44

HIT
CS&E

•• 基本思想基本思想
–– 上述方法很难用于求解优化问题上述方法很难用于求解优化问题

–– 分支界限策略可以有效地求解组合优化问题分支界限策略可以有效地求解组合优化问题

–– 发现优化解的一个界限发现优化解的一个界限

–– 缩小解空间缩小解空间, , 提提高求解的效率高求解的效率

•• 举例说明分支界限策略的原理举例说明分支界限策略的原理

Branch-and-Bound Strategy

HIT
CS&E

•• 多阶段图搜索问题多阶段图搜索问题
–– 输入输入:  :  多阶段图多阶段图

–– 输出输出:  :  从从vv00到到vv33的最短路径的最短路径

vv00

vv1111

vv1212

vv1313

vv2121

vv2222

vv2323

vv33

11
33

22 22
33

55
33 44

77

44
11

11

HIT
CS&E

vv00

vv1111

vv1212

vv1313

vv2121

vv2222

vv2323

vv33

11
33

22 22
33

55
33 44

77

44
11

11

11 33
22

55 33 44 33 22 77

44 4411 11 11 11

vv00

vv1212vv1111 vv1313

vv2222vv2121vv2323vv2121 vv2323vv2222

vv33 vv33vv33 vv33 vv33 vv33

•• 问题的树表示问题的树表示
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HIT
CS&E

vv00

vv1111

vv1212

vv1313

vv2121

vv2222

vv2323

vv33

11
33

22 22
33

55
33 44

77

44
11

11
11 33

22

55 33 44 33 22 77

11 11

vv00

vv1212vv1111

vv2222vv2121vv2323vv2121 vv2323vv2222

vv33 vv33
可能解可能解
上界上界=5=5

=6>5=6>5 =7>5=7>5 =6>5=6>5 =9>5=9>5

vv1313

解解

•• 使用爬山策略进行使用爬山策略进行
分支界限搜索分支界限搜索

HIT
CS&E

•• 分支界限策略的原理分支界限策略的原理
–– 产生分支的机制产生分支的机制((使用前面的任意一种策略使用前面的任意一种策略))

–– 产生一个界限产生一个界限((可以通过发现可能解可以通过发现可能解))

–– 进行分支界限搜索进行分支界限搜索, , 即剪除不可能产生优化即剪除不可能产生优化
解的分支解的分支..

HIT
CS&E

7.4 7.4 Personnel  Assignment ProblemPersonnel  Assignment Problem

问题的定义问题的定义
转换为树搜索问题转换为树搜索问题
求解问题的分支界限搜索算法求解问题的分支界限搜索算法

HIT
CS&E

•• 输入输入

–– 人的集合人的集合P=P={{PP11, P, P22, , ……, , PPnn},  },  PP11<P<P22< < ……<<PPnn

–– 工作的集合工作的集合J=J={{JJ11, J, J22, , ……, , JJnn},  J},  J是偏序集合是偏序集合

–– 矩阵矩阵[[CCijij], ], CCijij是工作是工作JJjj分配到分配到PPii的代价的代价

•• 输出输出

–– 矩阵矩阵[[XXijij], ], XXijij==11表示表示PPii被分配被分配JJjj ,  ,  ∑∑i,ji,j CCijijXXijij最小最小

–– 每个人被分配一种工作每个人被分配一种工作, , 不同人分配不同工作不同人分配不同工作

–– 如果如果f(Pf(Pii))≤≤f(Pf(Pjj)),  ,  则则PPi i ≤≤ PPjj

问题的定义问题的定义

例例.. 给定给定P={P={PP11, P, P22, P, P33} } ,, JJ={={JJ11, J, J22, J, J33}},  ,  JJ11≤≤JJ33, , JJ22≤≤JJ33..
PP11→→JJ11、、PP22→→JJ22、、PP33→JJ3 3 是可能的解是可能的解..
PP11→→JJ11、、PP22→→JJ33、、PP33→→JJ2 2 不可能是解不可能是解..

HIT
CS&E

•• 拓朴排序拓朴排序

–– 输入输入: : 偏序集合偏序集合((S, S, ≤≤))
–– 输出输出: : SS的拓朴序列是的拓朴序列是<<ss11, s, s22, , ……, , ssnn>, >, 

满足满足: : 如果如果ssii≤≤ssjj, , 则则ssii排排在在ssjj的前面的前面..
–– 例例

转换为树搜索问题转换为树搜索问题

ss66

ss55

ss44

ss33

ss22

ss11

ss99

ss88

ss77

拓朴排序拓朴排序: : 

ss11 ss33 ss77 ss44 ss99 ss55 ss22 ss88 ss66

HIT
CS&E

•• 问题的解空间问题的解空间

命题命题1. 1. PP11→→ JJk1k1、、PP2 2 →→ JJk2k2、、……、、PPnn →→ JJknkn是一个可能是一个可能

解解, , 当且仅当当且仅当JJk1k1、、JJk2k2、、……、、JJknkn必是一个拓朴必是一个拓朴

排序的序列排序的序列..
例例.  .  PP={={PP11, P, P22, P, P33, P, P44}, }, JJ={={JJ11, J, J22, J, J33, J, J44}, }, JJ的偏序如下的偏序如下

JJ11 JJ22

JJ33 JJ44

则则 ((JJ11, J, J22, J, J33, J, J44))、、(J(J11, J, J22, J, J44, J, J3 3 ))、、((JJ11, J, J33, J, J22, J, J4 4 ))、、
(J(J22, J, J11, J, J33, J, J4 4 ))、、(J(J22, J, J11, J, J44, J, J3 3 ))是拓朴排序序列是拓朴排序序列

((JJ11, J, J22, J, J44, J, J33))对应于对应于PP11→→JJ11、、PP22→→JJ22、、PP33 →→ JJ44、、PP44 →→ JJ33

问题的解空间是所有拓朴排序的序列集合，问题的解空间是所有拓朴排序的序列集合，
每个序列对于一个可能的解每个序列对于一个可能的解
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HIT
CS&E

•• 问题的树表示问题的树表示((即用树表示所有拓朴排序序列即用树表示所有拓朴排序序列))

00

11 22

22 33 11

33 44 22 44 33

3344 44 4433

HIT
CS&E

拓朴序列树的生成算法拓朴序列树的生成算法

输入输入:  :  偏序集合偏序集合S, S, 树根树根rootroot..
输出输出:  :  由由SS的所有拓朴排序序列构成的树的所有拓朴排序序列构成的树..
1.1. 生成树根生成树根rootroot;;
2.2. 选择偏序集中没有前序元素的所有元素选择偏序集中没有前序元素的所有元素, , 作为作为

rootroot的子节点的子节点;;
3.  For  3.  For  rootroot的每个字节点的每个字节点vv DoDo
4.        4.        SS==SS--{{vv};};
5.        5.        把把vv作为根作为根, , 递归地处理递归地处理SS..

HIT
CS&E

• 例

00

11 22

22 33 11

33 44 22 33 44

3344 44 3344

JJ11 JJ22

JJ33 JJ44

JJ22

JJ33 JJ44

JJ11

JJ33 JJ44

JJ33 JJ44

JJ22

JJ44

JJ33JJ44 JJ44

JJ33 JJ44

JJ33JJ44

HIT
CS&E

•• 计算解的代价的下界计算解的代价的下界

命题命题2.2. 把代价矩阵某行把代价矩阵某行((列列))的各元素减去同一个的各元素减去同一个

数数, , 不影响优化解的求解不影响优化解的求解..

–– 代价矩阵的每行代价矩阵的每行((列列))减去同一个数减去同一个数((该行或列的该行或列的
最小数最小数), ), 使得每行和每列至少有一个零使得每行和每列至少有一个零, , 其余各其余各
元素非负元素非负..

–– 每行每行((列列))减去的数的和即为解的下界减去的数的和即为解的下界..

求解问题的分支界限搜索算法求解问题的分支界限搜索算法

HIT
CS&E

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5008
64150
2016
05417-12

-26
-3
-10

-3

解代价下界解代价下界=12+26+3+10+3=54=12+26+3+10+3=54

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

15101318
97213
28263032
12171929

JJ11 JJ22 JJ33 JJ44

PP11

PP22

PP33

PP44

例例..

HIT
CS&E

00

11 22

22 33 11

33 44 22 33 44

3344 44 3344

5454
7171

7272 7171

8686

9191

7676 7878

78788181

5858

6464

6868 7070

70707373

被分配到的人被分配到的人

11

22

33

44

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5008
64150
2016
05417

解空间的加权树表示解空间的加权树表示
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HIT
CS&E

•• 分支界限搜索分支界限搜索((使用爬山法使用爬山法))算法算法

1.1. 建立根建立根节点节点, , 其权值为解代价下界其权值为解代价下界;;
2. 2. 使用爬山法使用爬山法, , 类似于拓朴排序序列树生成算法类似于拓朴排序序列树生成算法

求解问题求解问题, , 每产生一个节点每产生一个节点, , 其权值为加工后的其权值为加工后的

代价矩阵对应元素加其父节点权值代价矩阵对应元素加其父节点权值;;
3. 3. 一旦发现一个可能解一旦发现一个可能解, , 将其代价作为界限将其代价作为界限, , 循环循环

地进行分支界限搜索地进行分支界限搜索: : 剪掉不能导致优化解的剪掉不能导致优化解的

子解子解, , 使用爬山法继续扩展新增节点使用爬山法继续扩展新增节点, , 直至发现直至发现

优化解优化解. . 

HIT
CS&E•• 例例

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5008
64150
2016
05417

00

11 22

11

33 44

3344

5454
7171 5858

6464

6868 7070

70707373

被分配到的人被分配到的人

11

22

33

44

分支被分支被
剪掉剪掉

JJ11 JJ22

JJ33 JJ44

{{PP11, P, P22, P, P33, P, P44}}

HIT
CS&E

7.5  7.5  Traveling Salesperson    Traveling Salesperson    
Optimization ProblemOptimization Problem

•• 问题的定义问题的定义
•• 转换为树搜索问题转换为树搜索问题
•• 分支界限搜索算法分支界限搜索算法

HIT
CS&E 问题的定义

输入输入:: 无向连通图无向连通图G=(V, E)G=(V, E),  ,  
每个节点都没有到自身的边每个节点都没有到自身的边,,
每对节点之间都有一条非负加权边每对节点之间都有一条非负加权边..

输出输出:: 一条由任意一个节点开始一条由任意一个节点开始

经过每个节点一次经过每个节点一次

最后返回开始节点的路径最后返回开始节点的路径, , 
该路径的代价该路径的代价((即权值只和即权值只和))最小最小..

HIT
CS&E

•• 所有解集合作为树根所有解集合作为树根, , 其权值由代价矩阵其权值由代价矩阵
使用上节方法计算使用上节方法计算;;

•• 用爬山法用爬山法递归地递归地划分解空间划分解空间, , 得到二叉树得到二叉树
•• 划分过程划分过程: : 

–– 如下选择图上满足下列条件的边如下选择图上满足下列条件的边((i, ji, j))
•• Cost(Cost(ii, 1, 1)=max{Cost()=max{Cost(k,1k,1) |) |∀∀kk∈∈VV}}
•• Cost(Cost(ii, j, j)=0)=0

使右子树代价下界增加最大使右子树代价下界增加最大
–– 所有包含所有包含((i, ji, j))的解集合作为左子树的解集合作为左子树
–– 所有不包含所有不包含((i, ji, j))的解集合作为右子树的解集合作为右子树
–– 计算出左右子树的代价下界计算出左右子树的代价下界

转换为树搜索问题转换为树搜索问题 HIT
CS&E 分支界限搜索算法分支界限搜索算法

•• 在上述二叉树建立算法中增加如下策略在上述二叉树建立算法中增加如下策略::
•• 发现优化解的上界发现优化解的上界αα;;
•• 如果一个子节点的代价下界超过如果一个子节点的代价下界超过αα, , 则终止该则终止该

节点的扩展节点的扩展..

•• 下边我们用一个例子来说明算法下边我们用一个例子来说明算法
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HIT
CS&E•• 构造根节点构造根节点, , 设代价矩阵如下设代价矩阵如下

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞
∞

∞
∞

∞
∞

∞

398427332644
7924618883
572533884628
91756809039
252816361745
34162142774
5793313933

j = 1     2    3    4    5   6    7
i=1i=1

22
33
44
55
66
77

根节点为所有解的集合根节点为所有解的集合
计算根节点的代价下界计算根节点的代价下界

-- 33
-- 44
--1616
-- 77
-- 2525
-- 33
-- 2626

--77 --11 --44

HIT
CS&E

所有解的集合所有解的集合 L.B=96L.B=96

变换后的代价矩阵为变换后的代价矩阵为

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞
∞

∞
∞

∞
∞

∞

135800018
089428850
280756213
80049668332
512019129
26121737660
506309830

j = 1     2    3    4    5   6    7
i=1i=1

22
33
44
55
66
77

得到如下根节点及其代价下界得到如下根节点及其代价下界

HIT
CS&E

•• 构造根节点的两个子节点构造根节点的两个子节点
选择使子节点代价下界选择使子节点代价下界

增加最大的划分边增加最大的划分边(4, 6)(4, 6)
建立根节点的子节点建立根节点的子节点: : 

左子节点为包括边左子节点为包括边(4, 6)(4, 6)的所有解集合的所有解集合

左子节点为不包括边左子节点为不包括边(4, 6)(4, 6)的所有解集合的所有解集合

所有解的集合所有解的集合 L.B=96L.B=96

包括边包括边(4, 6)(4, 6)的的
所有解集合所有解集合

不包括边不包括边(4, 6)(4, 6)
的所有解集合的所有解集合

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞
∞

∞
∞

∞
∞

∞

135800018
089428850
280756213
80049668332
512019129
26121737660
506309830 HIT

CS&E

计算左右子节点的代价下界计算左右子节点的代价下界

(4, 6)(4, 6)的代价为的代价为0, 0, 所以左节点代价下界仍为所以左节点代价下界仍为9696..
我们来计算右节点的代价下界我们来计算右节点的代价下界::

如果一个解不包含如果一个解不包含(4, 6), (4, 6), 它必包含一条从它必包含一条从44出发出发的的

边和边和 进入节点进入节点66的边的边..
由变换后的代价矩阵可知由变换后的代价矩阵可知, , 具有最小代价由具有最小代价由44出发出发

的边为的边为(4, 1), (4, 1), 代价为代价为32.32.
由变换后的代价矩阵可知由变换后的代价矩阵可知, , 具有最小代价进入具有最小代价进入66的的

边为边为(5, 6)(5, 6), , 代价为代价为00..

于是于是, , 右节点代价下界为右节点代价下界为: : 96+32+0=12896+32+0=128..

HIT
CS&E

目前的树为目前的树为

所有解的集合所有解的集合

L.B=96L.B=96

包括边包括边(4, 6)(4, 6)的的
所有解集合所有解集合

不包括边不包括边(4, 6)(4, 6)
的所有解集合的所有解集合

L.B=96L.B=96 L.B=128L.B=128

左子树左子树 右子树右子树

HIT
CS&E•• 递归地构造左右子树递归地构造左右子树

构造左子树根对应的代价矩阵构造左子树根对应的代价矩阵
左子节点为包括边左子节点为包括边(4, 6)(4, 6)的所有解集合的所有解集合, , 所以矩阵的所以矩阵的
第第44行和第行和第66列应该被删除列应该被删除
由于边由于边(4, 6)(4, 6)被使用被使用, , 边边(6, 4)(6, 4)不能再使用不能再使用, , 所以代价矩所以代价矩
阵的元素阵的元素CC[6, 4][6, 4]应该设置为应该设置为∞∞..
结果矩阵如下结果矩阵如下

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞
∞∞

∞
∞

∞
∞

∞

135800018
0898850
280756213
80049668332
512019129

26121737660
506309830

j = 1     2     3     4     5      6    7
i=1i=1

22
33
44
55
66
77
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HIT
CS&E计算左子树根的代价下界计算左子树根的代价下界

矩阵的第矩阵的第55行不包含行不包含00
第第55行元素减行元素减3,  3,  左子树根代价下界为左子树根代价下界为: : 96+3=9996+3=99
结果矩阵如下结果矩阵如下

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞
∞∞

∞
∞

∞
∞

∞

135800018
0898850
250453180
80049668332
512019129
26121737660
506309830

j = 1     2     3     4     5     6    7
i=1i=1

22
33
44
55
66
77

HIT
CS&E

构造右子树根对应的代价矩阵构造右子树根对应的代价矩阵
右子节点为不包括边右子节点为不包括边(4, 6)(4, 6)的所有解集合的所有解集合, , 只需要把只需要把
CC[4, 6][4, 6]设置为设置为∞∞
结果矩阵如下结果矩阵如下

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞
∞

∞
∞∞

∞
∞

∞

135800018
089428850
280756213
8049668332
512019129
26121737660
506309830

j = 1     2    3    4    5   6    7
i=1i=1

22
33
44
55
66
77

HIT
CS&E计算右子树根的代价下界计算右子树根的代价下界

矩阵的第矩阵的第44行不包含行不包含00
第第44行元素减行元素减32,  32,  右子树根代价下界为右子树根代价下界为: : 128+32=160128+32=160
结果矩阵如下结果矩阵如下

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞
∞

∞
∞∞

∞
∞

∞

135800018
089428850
280756213
481734510
512019129
26121737660
506309830

j = 1     2    3    4    5   6    7
i=1i=1

22
33
44
55
66
77

HIT
CS&E

目前的树为目前的树为

所有解的集合所有解的集合

L.B=96L.B=96

包括边包括边(4, 6)(4, 6)的的
所有解集合所有解集合

不包括边不包括边(4, 6)(4, 6)
的所有解集合的所有解集合

L.B=99L.B=99 L.B=160L.B=160

左子树左子树 右子树右子树

HIT
CS&E

使用爬山策略扩展左子树根使用爬山策略扩展左子树根
选择边使子节点代价下界增加最大的选择边使子节点代价下界增加最大的划分边划分边(3, 5)(3, 5)
左子节点为包括边左子节点为包括边(3, 5)(3, 5)的所有解集合的所有解集合
右子节点为不包括边右子节点为不包括边(3, 5)(3, 5)的所有解集合的所有解集合
计算左、右子节点的代价下界计算左、右子节点的代价下界: 99: 99和和117117

目前树扩展为目前树扩展为::

HIT
CS&E L.B=96L.B=96 所有解集合所有解集合

包括边包括边(4, 6)(4, 6) 不包括边不包括边(4, 6)(4, 6)L.B=99L.B=99 L.B=160L.B=160

包括边包括边(3, 5)(3, 5) 不包括边不包括边(3,5)(3,5)L.B=99L.B=99 L.B=117L.B=117

包括边包括边(2, 1)(2, 1) 不包括边不包括边(2, 1)(2, 1)L.B=112L.B=112 L.B=125L.B=125

包括边包括边(1, 4)(1, 4) 不包括边不包括边(1, 4)(1, 4)L.B=126L.B=126 L.B=153L.B=153

包括边包括边(6, 7)(6, 7) 不包括边不包括边(6, 7)(6, 7)L.B=126L.B=126 L.B=134L.B=134

包括边包括边(5, 2)(5, 2) 不包括边不包括边(5, 2)(5, 2)L.B=126L.B=126 空集合空集合

包括边包括边(7, 3)(7, 3) 不包括边不包括边(7, 3)(7, 3)L.B=126L.B=126 空集合空集合

解解::
11--44--66--77--33--55--22--11
代价代价: 126: 126

由于右子树代价由于右子树代价
下界下界=160>126=160>126

停止扩展停止扩展

优化解代优化解代
价的上界价的上界
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ii11 iimm

jj11 jjnn

X

注注 意意
如果如果ii11--ii22--……--iimm和和jj11--jj22--……--jjmm已被包含在一个已被包含在一个
正在构造的路径中正在构造的路径中, (, (iimm, j, j11))被加入被加入, , 则必须避则必须避
免免jjnn到到 ii11的路径被加入的路径被加入. . 否则出现环否则出现环..

HIT
CS&E

7.6 7.6 The A* AlgorithmThe A* Algorithm

A*A*算法的基本思想算法的基本思想
A*A*算法的规则算法的规则
应用应用A*A*算法求解最短路径问题算法求解最短路径问题

HIT
CS&E A*A*算法的基本思想算法的基本思想

•• A*A*算法与分支界限策略的比较算法与分支界限策略的比较
–– 分支界限策略是为了剪掉不能达到优化解的分支分支界限策略是为了剪掉不能达到优化解的分支

–– 分支界限策略的关键是分支界限策略的关键是““界限界限””
–– A*A*算法的核心是告诉我们在某些情况下算法的核心是告诉我们在某些情况下, , 我们得我们得

到的解一定是优化解到的解一定是优化解, , 于是算法可以停止于是算法可以停止
–– A*A*算法试图尽早地发现优化解算法试图尽早地发现优化解
–– A*A*算法经常使用算法经常使用BestBest--firstfirst策略求解优化问题策略求解优化问题

HIT
CS&E•• A*A*算法关键算法关键——代价函数代价函数

–– 对于任意节点对于任意节点nn
•• g(ng(n))＝从树根到＝从树根到nn的代价的代价
•• h*(n)h*(n)＝从＝从nn到目标节点的优化路径的代价到目标节点的优化路径的代价
•• f*(n)f*(n)＝＝g(ng(n) + h*(n)) + h*(n)是节点是节点nn的代价的代价

–– What is the value of What is the value of h*(n)h*(n)??
•• 不知道！不知道！

•• 于是于是, , f*(n)f*(n)也不知道也不知道

–– 估计估计h*(n)h*(n)
•• 使用任何方法去估计使用任何方法去估计h*(n)h*(n), , 用用h(nh(n))表示表示h*(n)h*(n)的估计的估计

•• h(n)h(n)≤≤hh*(n)*(n)总为真总为真
•• f(nf(n))==g(n)+h(n)g(n)+h(n)≤≤g(n)+hg(n)+h*(n)*(n)==f*(n)f*(n)定义为定义为nn的代价的代价

HIT
CS&E

– 输出: 发现一个从S到T的最短路径

例1. 最短路径问题:
– 输入:

SS

VV33

VV22

VV11

VV44

VV55

TT

22
33

44

33
22

22
22

22

33

5511

HIT
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VV33
VV22VV11

22 33 44
SS

g(V1)=2,  g(V2)=3,  g(V3)=4
h*(Vh*(V11)=5,   f*(V)=5,   f*(V11)=g(V)=g(V11)+h*(V)+h*(V11) =7) =7

– 估计h*(n) 
• 从V1出发有两种可能: 代价为2, 代价为3, 最小者为2
• h*(V1)≥2, 选择h(n)=2为h*(V1)的估计值
• f(V1)=g(v1)+h(V1)=4为V1的代价

– 求解树的第一阶段

SS

VV33

VV22

VV11

VV44

VV55

TT

22
33

44

33
22

22
22

22

33

5511
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HIT
CS&E•• A*A*算法本质算法本质——已经发现的解是优化解已经发现的解是优化解

定理定理11.. 使用使用BestBest--firstfirst策略搜索树策略搜索树, , 如果如果A*A*选择的节点是选择的节点是
目标节点目标节点, , 则该节点表示的解是优化解则该节点表示的解是优化解. . 

证明证明. . 
令令nn是任意扩展到的节点是任意扩展到的节点,  ,  tt是选中目标节点是选中目标节点..
往证往证f(tf(t)=)=g(tg(t))是优化解代价是优化解代价..
(1). A*(1). A*算法使用算法使用BestBest--firstfirst策略策略,  ,  f(t)f(t)≤≤f(nf(n))..
(2). (2). A*A*算法使用算法使用h(n)h(n)≤≤hh*(n)*(n)估计规则估计规则, , f(t)f(t)≤≤f(n)f(n)≤≤ff*(n).*(n).
(3). {(3). {f*(n)f*(n)}}中必有一个为优化解的代价中必有一个为优化解的代价, , 令其为令其为f*(s). f*(s). 

我们有我们有f(tf(t)) ≤≤f*(s). f*(s). 
(4). (4). tt是目标节点是目标节点h(th(t)=0)=0, , 所以所以f(tf(t)=)=g(t)+h(tg(t)+h(t)=)=g(t)g(t)≤≤ff*(s).*(s).
(5). (5). f(tf(t)=)=g(tg(t))是一个可能解是一个可能解, , g(t)g(t)≥≥ff*(s)*(s), , f(tf(t)=)=g(tg(t))==f*(s).f*(s).

HIT
CS&E A*A*算法的规则算法的规则

(1). (1). 使用使用BestBest--firstfirst策略搜索树策略搜索树;;
(2). (2). 节点节点nn的代价函数为的代价函数为f(nf(n)=)=g(n)+h(ng(n)+h(n), ), g(ng(n))是是

从根到从根到nn的路径代价的路径代价,  ,  h(nh(n))是从是从nn到某个目到某个目

标节点的优化路径代价标节点的优化路径代价;;
(3). (3). 对于所有对于所有nn, , h(n)h(n)≤≤hh*(n)*(n);;
(4). (4). 当选择到的节点是目标节点时当选择到的节点是目标节点时, , 算法停止算法停止, , 

返回一个优化解返回一个优化解..

HIT
CS&E 应用应用A*A*算法求解最短路径问题算法求解最短路径问题

•• 问题的输入问题的输入::

•• A*A*算法的执行全过程算法的执行全过程

SS

VV33

VV22

VV11

VV44

VV55

TT

22
33

44

33
22

22
22

22

33

5511

HIT
CS&E

SS

VV33

VV22

VV11

VV44

VV55

TT

22
33

44

33
22

22
22

22

33

55

Step 1Step 1

SS

VV11 VV33 VV22

22 44 33

g(Vg(V11)=)=22
g(Vg(V33)=)=44
g(Vg(V22)=)=33

h(V1)=min{2,3}=2
h(V3)=min{2}=2
h(V2)=min{2,2}=2

f(V1)=2+2=4
f(V3)=4+2=6
f(V2)=2+2=5

44 66 55

11

HIT
CS&E

SS

VV33

VV22

VV11

VV44

VV55

TT

22
33

44

33
22

22
22

22

33

55

Step 2. Step 2. 扩展扩展VV11

g(Vg(V44)=)=2+2=42+2=4
g(Vg(V22)=)=2+3=52+3=5

h(V4)=min{3,1}=1
h(V2)=min{2, 2}=2

f(V4)=4+1=5
f(V2)=5+2=7

SS

VV33 VV22

22 44 33
44 66 55

VV44 VV22

VV1122 33

11

55 77

HIT
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SS

VV33

VV22

VV11

VV44

VV55

TT

22
33

44

33
22

22
22

22

33

55

Step 3. Step 3. 扩展扩展VV22

g(Vg(V44)=)=3+2=53+2=5
g(Vg(V55)=)=3+2=53+2=5

h(V4)=min{3,1}=1
h(V5)=min{5}=5

f(V4)=5+1=6
f(V2)=5+5=10

SS

VV33

22 44 33
44 66 55

VV44 VV22

VV1122 33

11

55 77 VV44 VV55

22 22
VV22

66 1010
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SS

VV33

VV22

VV11

VV44

VV55

TT

22
33

44

33
22

22
22

22

33

55

Step 4. Step 4. 扩展扩展VV44

g(Vg(V55)=)=2+2+1=52+2+1=5
g(Tg(T) =) =2+2+3=72+2+3=7

h(V5)=min{5}=5
h(T)=0

f(V5)=5+5=10
f(V2)=7+0=7

SS

VV33

22 44 33
44 66 55

VV22

VV1122 33

11

55 77 VV44 VV55

22 22
VV22

66 1010

VV55 TT
11 33

VV44

771010

HIT
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SS

VV33

VV22

VV11

VV44

VV55

TT

22
33

44

33
22

22
22

22

33

55

Step 5. Step 5. 扩展扩展VV33

g(Vg(V55)=)=4+2=64+2=6 h(V5)=min{5}=5 f(V5)=6+5=11

SS

VV33

22 44 33
66 55

11

VV44 VV55

22 22
VV22

66 1010

44

VV22

VV1122 33
55 77

VV55 TT
11 33

VV44

771010
VV55

22
1111

HIT
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SS

VV33

VV22

VV11

VV44

VV55

TT

22
33

44

33
22

22
22

22

33

55

Step 6. Step 6. 扩展扩展VV44

g(Vg(V55)=)=3+2+1=63+2+1=6
g(Tg(T) =) =3+2+3=83+2+3=8

h(V5)=min{5}=5
h(T)=0

f(V5)=6+5=11
f(T)=8+0=8

SS

VV33

22 44 33
66 55

11

44

VV22

VV1122 33
55 77

VV55 TT
11 33

VV44

771010

VV55

22
1111

VV55 TT

11
VV44 VV55

22 22
VV22

66 1010
33

1111 88
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SS

VV33

VV22

VV11

VV44

VV55

TT

22
33

44

33
22

22
22

22

33

55

Step 7. Step 7. 扩展扩展TT

因为因为TT是目标节点是目标节点, , 所以我们得到解所以我们得到解::
SS→→VV11 →→VV44→→TT

SS

VV33

22 44 33
66 55

11

44

VV22

VV1122 33
55 77

VV55 TT
11 33

VV44

771010

VV55

22
1111

VV55 TT

11
VV44 VV55

22 22
VV22

66 1010
33

1111 88
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第八章第八章
Randomized  AlgorithmsRandomized  Algorithms

李建中李建中
计算机科学与工程系计算机科学与工程系

HIT
CS&E

8.1 Introduction to Randomized Algorithms
8.2  Randomized  Numerical Algorithms
8.3  Randomized Selection Algorithm
8.4  Randomized  Algorithm  to Test Whether  

Number  is Prime
8.5 Randomized  Sorting Algorithm
8.6 Randomized  Min-Cut Algorithm

提要提要

HIT
CS&E 参考文献参考文献

ll《《计算机算法设计与分析计算机算法设计与分析》》
ll 第第77章章

ll《《Randomized AlgorithmsRandomized Algorithms》》
Rajeev Rajeev MotwaniMotwani and and PrabhakarPrabhakar, , RaghavanRaghavan, , 
Cambridge University Press    Cambridge University Press    

ll《《网站资料网站资料》》
ll 第第88章章

HIT
CS&E

8.18.1 Introduction to Randomized Introduction to Randomized 
AlgorithmsAlgorithms

••随机算法的基本概念随机算法的基本概念
••随机算法的分类随机算法的分类
••随机算法的性能分析方法随机算法的性能分析方法

••随机算法的基本概念随机算法的基本概念
••随机算法的分类随机算法的分类
••随机算法的性能分析方法随机算法的性能分析方法

HIT
CS&E

••什么是随机算法什么是随机算法
––随机算法是一种使用概率和统计方法在其执行随机算法是一种使用概率和统计方法在其执行
过程中对于下一计算步骤作出随机选择的算法过程中对于下一计算步骤作出随机选择的算法

••随机算法的优越性随机算法的优越性
––对于有些问题对于有些问题: : 算法简单算法简单
––对于有些问题对于有些问题: : 时间复杂性低时间复杂性低
––对于有些问题对于有些问题: : 同时兼有简单和时间复杂性低同时兼有简单和时间复杂性低

••随机算法的随机性随机算法的随机性
––对于同一实例的多次执行对于同一实例的多次执行 , , 效果可能完全不同效果可能完全不同
––时间复杂性的一个随机变量时间复杂性的一个随机变量
––解的正确性和准确性也是随机的解的正确性和准确性也是随机的

随机算法的基本概念随机算法的基本概念 HIT
CS&E 随机算法的分类随机算法的分类

••随机数值算法随机数值算法
––主要用于数值问题求解主要用于数值问题求解
––算法的输出往往是近似解算法的输出往往是近似解
––近似解的精确度与算法执行时间成正比近似解的精确度与算法执行时间成正比

••Monte CarloMonte Carlo算法算法
––主要用于求解需要准确解的问题主要用于求解需要准确解的问题
––算法可能给出错误解算法可能给出错误解
––获得精确解概率与算法执行时间成正比获得精确解概率与算法执行时间成正比
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••Las VegasLas Vegas算法算法
––一旦找到一个解一旦找到一个解 , , 该解一定是正确的该解一定是正确的
––找到解的概率与算法执行时间成正比找到解的概率与算法执行时间成正比

––增加对问题反复求解次数增加对问题反复求解次数, , 可是求解无效可是求解无效
的概率任意小的概率任意小

••SherwoodSherwood算法算法
––一定能够求得一个正确解一定能够求得一个正确解
––确定算法的最坏与平均复杂性差别大时确定算法的最坏与平均复杂性差别大时 , , 
加入随机性加入随机性, , 即得到即得到SherwoodSherwood算法算法

––消除最坏行为与特定实例的联系消除最坏行为与特定实例的联系

HIT
CS&E

••随机算法分析的特征随机算法分析的特征
––仅依赖于随机选择仅依赖于随机选择, , 不依赖于输入的分布不依赖于输入的分布
––确定算法的平均复杂性分析确定算法的平均复杂性分析: : 

依赖于输入的分布依赖于输入的分布
––对于每个输入都要考虑算法的概率统计性能对于每个输入都要考虑算法的概率统计性能

••随机算法分析的目标随机算法分析的目标
––平均时间复杂性平均时间复杂性: : 时间复杂性随机变量的均值时间复杂性随机变量的均值
––获得正确解的概率获得正确解的概率
––获得优化解的概率获得优化解的概率
––解的精确度估计解的精确度估计

随机算法的性能分析

HIT
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8.28.2 Randomized Numerical Randomized Numerical 
AlgorithmsAlgorithms

•• 随机算法的基本概念随机算法的基本概念
•• 随机算法的分类随机算法的分类
•• 随机算法的性能分析方随机算法的性能分析方
法法

••计算计算ππ值值
••计算定积分计算定积分

HIT
CS&E 计算计算ππ值值

••数学基础数学基础
––设有一个半径为设有一个半径为rr的园及其外切四边形的园及其外切四边形

––向正方形随机地投掷向正方形随机地投掷nn个点个点 , , 设设kk个点落入园内个点落入园内
––投掷点落入园内的概率为投掷点落入园内的概率为 ((ππrr22))//(4r(4r22)= )= ππ//44..

––用用kk//nn逼近逼近ππ//44, , 即即kk//nn≈≈ππ//44, , 于是于是ππ≈≈(4(4kk)/)/n.n.
––我们可以令我们可以令r=1r=1用投掷用投掷nn个点的方法计算个点的方法计算ππ

HIT
CS&E••算法算法

K=0K=0;;
For   For   i=1i=1 To   To   nn
随机地产生四边形中的一点随机地产生四边形中的一点((x, yx, y););

If    If    xx22+y+y22≤≤1    1    ThenThen k=k+1k=k+1;;
EndforEndfor
Return    (Return    (4k4k)/)/nn

••时间复杂性时间复杂性==O(nO(n))
––不是输入的大小不是输入的大小 , , 而是随机样本的大小而是随机样本的大小

••解的精确度解的精确度
––随着随机样本大小随着随机样本大小nn增加而增加增加而增加

HIT
CS&E 计算计算定积分定积分

••问题问题
––计算积分计算积分

••数学基础数学基础
––令令f(xf(x))是是区间区间[[a, ba, b]]上的一组独立、同分布的上的一组独立、同分布的随机变随机变
量量{{ξξii}}的任意密度函数的任意密度函数

––令令g*(x)=g*(x)=g(x)g(x)//f(xf(x)), , 则则{{g*(g*(ξξ))}}是密度为是密度为f(xf(x))的随机变的随机变
量集合量集合 , , 而且而且

∫
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––由强大数定律由强大数定律 1)(*
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––令令 f(xf(x)=)=11//(b(b--a)     a a)     a ≤≤ x x ≤≤ bb
––索求积分可以由如下索求积分可以由如下II’’来近似计算来近似计算II
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••算法算法
I=0I=0;;
For   For   i=1i=1 To   To   nn
随机产生随机产生[[a, ba, b]]中点中点xx;;
II==II++g(xg(x));;

EndforEndfor
Return    (Return    (bb--aa)*)*II//nn

••时间复杂性时间复杂性==O(nO(n))
––不是输入的大小不是输入的大小 , , 而是随机样本的大小而是随机样本的大小

••解的精确度解的精确度
––随着随机样本大小随着随机样本大小nn增加而增加增加而增加

HIT
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8.38.3 Randomized Selection AlgorithmsRandomized Selection Algorithms
ll问题的定义问题的定义
ll随机算法随机算法
ll算法的性能分析算法的性能分析

HIT
CS&E 问题的定义

••输入输入: : SS={={xx11, x, x22, , …… , , xxnn}}，，
整数整数kk，，11≤≤kk≤≤nn..

••输出输出:: SS中第中第kk个最小元素个最小元素..

记号记号
Rank(Rank(QQ, t) , t) ==集合集合QQ中的元素中的元素 tt的的rank rank 

((第第kk小元素的小元素的rankrank是是kk))
min(min(QQ, i, i) = ) = 集合集合QQ中第中第 ii个最小元素个最小元素..

HIT
CS&E 随机算法随机算法

••基本思想基本思想
••从从SS中随机地抽取中随机地抽取nn3/43/4个样本存入个样本存入RR, , 排序排序RR
••SS中第中第kk最小元素可能成为最小元素可能成为RR中中xx==knkn3/43/4/n/n最小元素最小元素
••为了解决误差问题为了解决误差问题, , 我们考察区间我们考察区间 [[xx--nn1/21/2, , x+nx+n1/21/2]]

xx
n n

rrll rrhhrr11 rrnn3/43/4

ll hh
… …… … … …… … … …… …

LL HH

••把把SS中属于中属于[[L, HL, H]]数据存入数据存入PP
••在在PP中查找中查找min(Smin(S, k), k)

HIT
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



 + nx



 − nx

LAZYSELECT(LAZYSELECT( S, kS, k))
1.1. RR==独立、均匀、可放回地从独立、均匀、可放回地从SS随机选取的随机选取的nn3/43/4元素元素;;
2.2. 在在O(nO(nloglognn))时间内排序时间内排序RR;;
3.3. xx=(=(k/nk/n))nn3/43/4;    ;    /* (/* (k/nk/n))nn3/43/4==knkn--1/41/4 */*/

4.4. ll=max{              , 0};  =max{              , 0};  hh= min{              , = min{              , nn3/43/4};};
5.5. L=L=min(Rmin(R, l), l);; H=H=min(Rmin(R, h), h);;
6.6. LLpp==RankRank((S,LS,L), ), HHpp==RankRank((S,HS,H); ); /*/*LL和和HH与与SS元素比较元素比较**//
7.7. PP={={yy∈∈SS | | LL≤≤yy≤≤HH}; }; 
8.8. If  If  min(Smin(S, , kk))∈∈PP and |and |PP||≤≤44nn3/43/4+1  +1  

/* /* max(Smax(S, , kk))∈∈PP可由可由LLpp≤≤kk≤≤HHpp确定确定 **//

9.    Then  9.    Then  排序排序PP, , min(Smin(S, k), k)==min(Pmin(P, (, (kk--LLpp)))), , 算法结束算法结束;;
10.   ELSE  10.   ELSE  gotogoto 1.1.





 − nx 



 + nx
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••数学基础数学基础
–– 数学期望数学期望

••离散随机变量离散随机变量XX的数学期望的数学期望EE[[XX]=]=∑∑ii ii××P(XP(X=i)=i)
••若若 f(xf(x))是定义在整数集上的实数值函数是定义在整数集上的实数值函数, , 则则

EE[[f(Xf(X))]=]=∑∑ii f(i)f(i)××P(XP(X=i)=i)..

–– MarkovMarkov不等式不等式
•• PP( ( Y Y ≥≥ t t ) ) ≤≤ EE[[YY]]//tt, , 其中其中YY为非负随机变量为非负随机变量, , t t > 0.> 0.

算法的性能分析算法的性能分析 HIT
CS&E

–– 方差的性质与方差的性质与ChebyshevChebyshev不等式不等式
••方差方差σσxx

22 ==EE[([(XX--µµxx))22], ], µµxx为随机变量为随机变量XX的数学期望的数学期望
•• σσxx称为标准差称为标准差
•• ChebyshevChebyshev不等式不等式 :  :  PP(|(|XX--µµ xx|>|>ttσσxx) ) ≤≤ 1/1/tt22

••如果随机变量如果随机变量XX满足满足PP((X=1X=1)=)=pp, , PP((X=0X=0)=)=11--pp, , 则则
σσxx

22 = = pp((11--pp).).
••若若XX==∑∑11≤≤ii≤≤ n n XXi i ,, σσxx

22==∑∑11≤≤ ii≤≤n n σσxxii
22, , XXii是独立随机变量是独立随机变量

••若随机变量若随机变量XXii满足满足PP((XXii=1)==1)=pp, , PP((XXii=0)==0)=11--pp, , 则则
σσxx

2 2 = = np(1np(1--p)p)..

HIT
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••算法的性能分析算法的性能分析
定理定理. . 算法执行算法执行11--99步一遍就可求出步一遍就可求出min(S,kmin(S,k))的概率是的概率是11--O(nO(n--1/41/4)),,
即算法需要即算法需要2n+O(n2n+O(n loglogn)n)次比较就可求出次比较就可求出min(S,kmin(S,k))的概率的概率
是是11--O(nO(n--1/41/4))..

证明证明. . 若算法执行若算法执行11--99一遍可求出一遍可求出min(Smin(S, k), k), , 则第则第66步需步需2n2n次比较次比较,,
其他步需其他步需O(nO(nloglognn))次比较次比较, , 总需总需2n+O(n2n+O(nloglogn)n)次比较次比较. . 
往证算法执行往证算法执行11--99一遍可求出一遍可求出min(Smin(S , k), k)的概率是的概率是11--O(nO(n--1/41/4))..
算法执行算法执行11--99一遍可求出一遍可求出min(Smin(S, k), k)的条件是的条件是::
(1).  (1).  min(Smin(S , k), k)在在LL和和HH之间即之间即PP包含包含min(Smin(S, k), k), , 
(2).  |(2).  |PP||≤≤4n4n3/43/4+1.+1.
我们首先来计算上述两个条件失败的概率我们首先来计算上述两个条件失败的概率..

HIT
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A. A. 计算条件计算条件(1)(1)不成立的概率不成立的概率
条件条件 (1)(1)不成立当且仅当不成立当且仅当LL>>min(Smin(S, k), k)或或HH<<min(Smin(S, k), k)..
令令XXii=1=1如果第如果第ii个随机样本个随机样本≤≤min(min(SS, k), , k), 否则否则XXii=0=0..
于是于是, , P(XP(X ii=1)==1)=k/nk/n, , P(XP(Xii=0)=1=0)=1--k/nk/n..
令令 XX==∑∑1 1 ≤≤i i ≤≤ nn3/4 3/4 XXi i 是是RR中小于等于中小于等于min(Smin(S, k), k)的样本数的样本数. . 我们有我们有

XX的数学期望的数学期望µµxx=n=n3/43/4k/n=knk/n=kn--1/41/4,,
XX的方差的方差σσxx

22= = nn3/43/4((k/nk/n)()(11--k/nk/n) ) ≤≤ nn3/43/4/4/4,,
XX的标准差的标准差σσx x ≤≤ nn3/83/8/2/2..

x=x=µµxxn n
rrll rrhhrr11 rrnn3/43/4

ll hh
… …… … … …… … … …… …

LL HH
如果如果LL>>min(Smin(S , k), k), X<, X<ll. . 如果如果HH<<min(Smin(S, k), k), , XX≥≥hh. . 于是于是
PP((LL>>min(Smin(S , k), k))=)=PP((XX<<ll)= )= PP((XX<<µµxx--nn1/21/2)=)=PP(|(|XX--µµxx||>>nn1/21/2),),
PP((HH<<min(Smin(S, k), k))=)=PP((XX≥≥hh)=)=PP((X>X>hh)+)+PP((XX=h=h)=)=PP(|(|XX--µµxx||≥≥nn1/21/2)+()+(nn3/43/4+1)+1)--11..
应用应用ChebyshevChebyshev不等式不等式, , 又由又由2n2n1/8 1/8 σσxx ≤≤nn1/21/2, , 我们有我们有
PP(|(|XX--µµxx||>>nn1/21/2))≤≤PP(|(|XX--µµxx||>>2n2n1/81/8σσxx))≤≤1/(2n1/(2n1/81/8))22==O(nO(n--1/41/4)). . 于是于是
PP((LL>>min(Smin(S , k), k))=)=PP((HH<<min(Smin(S, k), k))=)=O(nO(n --1/41/4))..

HIT
CS&EB. B. 计算计算PP包含包含min(Smin(S, k), k)但但||PP||≤≤4n4n3/43/4+2+2不成立的概率不成立的概率
令令kkll=max{=max{00, , kk--2n2n3/43/4}, }, kkhh=min{=min{k+2nk+2n3/43/4, n, n}.}.
““PP包含包含min(Smin(S, k), k)但但||PP||≤≤4n4n3/43/4+1+1不成立不成立””发生当且仅当发生当且仅当
LL<<min(Smin(S, , kkll))或或HH>>min(Smin(S, , kkhh))..
类似与上面类似与上面AA中的分析，中的分析，
PP((LL<<min(Smin(S, , kkll)))=)=PP((HH>>min(Smin(S, , kkhh)))=)=O(nO(n--1/41/4).).
由由AA和和B, B, ““算法执行算法执行11--99一遍就可以求出一遍就可以求出min(Smin(S, k, k))””不不
成立的概率是成立的概率是O(nO(n--1/41/4))..
即，即，““算法执行算法执行11--99一遍就可以求出一遍就可以求出min(Smin(S, k), k)””的概率的概率
是是11--O(nO(n--1/41/4))..

kk
2n2n3/43/4 2n2n3/43/4

kkhhkkll

min(S,kmin(S,khh))min(S,kmin(S,kll))

ll

LL

hh

HH
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8.48.4 Randomized  Algorithm  to Test Whether  Randomized  Algorithm  to Test Whether  
Number  is PrimeNumber  is Prime

ll问题的定义问题的定义
ll随机算法设计随机算法设计
ll算法的性能分析算法的性能分析
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••输入输入
––一个正整数一个正整数NN

••输出输出
––NN是否素数是否素数

问题的定义问题的定义 HIT
CS&E

••基本思想基本思想
––对对NN进行进行mm次测试次测试
––如果有一次测试成功如果有一次测试成功 , , 则回答则回答NN是合数是合数
––如果如果mm次测试均失败次测试均失败, , 则回答则回答NN是素数是素数
––回答回答NN是合数时是合数时, , 答案百分之百正确答案百分之百正确
––回答回答NN是素数时是素数时, , 答案正确的概率是答案正确的概率是11--22--mm

随机算法的设计随机算法的设计

HIT
CS&E•• 随机算法随机算法

1.1. 随机地选择随机地选择mm个数个数{{bb11, b, b22, , …… , , bbmm}}, , 满足满足
11≤≤ bb11, b, b22, , …… , , bbmm ≤≤ NN;;

2.2. For   For   i=1i=1 To To mm DoDo
3.3. If   If   W(bW(bii))成立成立 Then    Return (Then    Return (NN是合数是合数););
4.4. Return (Return (NN是素数是素数))

W(bW(bii))定义如下定义如下::
(1)  (1)  bbii

NN--1 1 ≠≠ 1 mod  N,  1 mod  N,  或或
(2)  (2)  ∃∃jj[[(N(N--1)/21)/2jj==kk是整数是整数, , 1 1 < (< (bbii

kk与与NN的最大公因子的最大公因子) < ) < N N ].].

HIT
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例例11.  .  给定给定N=12. N=12. 选择测试数集选择测试数集 {2, 3, 7}{2, 3, 7}
测试测试 22:  :  221212--1 1 = 2048= 2048 ≠≠ 1  mod 12,  W(2)1  mod 12,  W(2)成立成立..

NN是合数是合数 ..

HIT
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例例2.  2.  给定给定N=11N=11,,选择测试数集选择测试数集{2, 5, 7}{2, 5, 7}
测试测试 22:: 221111--1 1 = 1024= 1024 = = 1  mod 11,  1  mod 11,  

令令 j=1j=1, , k=(Nk=(N--1)/21)/2 jj=10/2=5, =10/2=5, 
gcd(2gcd(2kk--1, N)=gcd(31, 11)=1,1, N)=gcd(31, 11)=1,
j=1j=1是唯一使是唯一使(N(N--1)/21)/2 jj为整数的为整数的 j, j, 

W(2)W(2)不成立不成立 ..

测试测试 55:: 551111--1 1 = 9765625= 9765625 = = 1  mod 11,  1  mod 11,  
令令 j=1j=1, , k=(Nk=(N--1)/21)/2 jj=10/2=5, =10/2=5, 

gcd(5gcd(5kk--1, N)=gcd(3124, 11)=11=N,1, N)=gcd(3124, 11)=11=N,
j=1j=1是唯一使是唯一使(N(N--1)/21)/2 jj为整数的为整数的 j, j, 

W(5)W(5)不成立不成立 ..

测试测试 77:: 771111--1 1 = 282475249= 282475249 = = 1  mod 11,  1  mod 11,  
令令 j=1j=1, , k=(Nk=(N--1)/21)/2 jj=10/2=5, =10/2=5, 

gcd(7gcd(7kk--1, N)=gcd(16806, 11)=1,1, N)=gcd(16806, 11)=1,
j=1j=1是唯一使是唯一使(N(N--1)/21)/2 jj为整数的为整数的 j, j, 
W(5)W(5)不成立不成立 ..

结论结论:  :  1111可能是素数可能是素数
答案正确的概率为答案正确的概率为11--22--33

HIT
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定理定理1.1. (1) (1) 如果对于任意如果对于任意11≤≤bb<<NN, , W(bW(b))成立成立 , , 则则NN是合数是合数 ..
(2) (2) 如果如果NN是合数是合数, , 则则(N(N--1)/21)/2≤≤|{b | 1|{b | 1≤≤bb<<NN, , W(bW(b))}|}|

**(1)(1)说明算法是正确的说明算法是正确的..
*(2)*(2)说明说明, , 如果如果NN是合数是合数, , 则至少一半则至少一半bb((bb<N<N))使使W(bW(b))成立成立

定理定理2.2. 算法的回答算法的回答““NN是素数是素数””正确的概率是正确的概率是11--22--mm..

算法性能的分析算法性能的分析
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8.58.5 Randomized  Sorting AlgorithmRandomized  Sorting Algorithm

••问题的定义问题的定义
••随机随机算法算法
••算法性能的分析算法性能的分析

HIT
CS&E 问题的定义

••输入输入
••SS=={{xx11, x, x22, , …… , , xxnn}}

••输出输出
ll排序的排序的SS

HIT
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••基本思想基本思想
––采用随机抽样的方法确定集合的划分点采用随机抽样的方法确定集合的划分点
––把集合划分为两个子集合把集合划分为两个子集合
––分别递归地在每个子集合上使用随机排序算法分别递归地在每个子集合上使用随机排序算法

随机算法随机算法 HIT
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••算法算法
1. 1. 均匀等可能地在均匀等可能地在SS中随机抽取一个样本中随机抽取一个样本yy;;
2. 2. 比较比较SS中每个元素中每个元素 , , 把把SS划分为如下两个集合划分为如下两个集合 ::

SS11={ ={ xx | | xx∈∈SS, , x<yx<y },    },    SS22={ ={ xx | | xx∈∈SS, , x>yx>y };};
3. 3. 递归地排序递归地排序SS11和和SS22;;
4. 4. 顺序输出排序的顺序输出排序的SS11, y, S, y, S22; ; 

HIT
CS&E 算法性能的分析算法性能的分析

••基本概念基本概念
••SS(i(i))表示表示SS中阶为中阶为ii的元素的元素
例如例如 ,  ,  SS(1)(1)和和SS(n(n))分别分别是是最小和最大元素最小和最大元素

••随机变量随机变量XXijij定义如下定义如下::
XXijij=1=1如果如果SS(i(i))和和SS(j(j))在运行中被比较在运行中被比较 , , 否则为否则为00

•• XXijij是是SS(i(i))和和SS(j(j))的比较次数的比较次数

••算法的比较次数为算法的比较次数为

••算法的平均复杂性为算法的平均复杂性为 ∑∑∑∑
= >= >

=
n

i ij

n

i ij
ijXEijXE

11

][][

∑∑
= >

n

i ij
ijX

1
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••计算计算EE[[XXijij]]
••设设ppijij为为SS(i(i))和和SS(j(j))在运行中比较的概率在运行中比较的概率 , , 则则

EE[[XXijij]]=p=p ijij××1+(11+(1--ppijij))××0=0=ppijij

关键问题成为求解关键问题成为求解ppijij
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••我们可以用树表示算法的计算过程我们可以用树表示算法的计算过程

yy

TT11 TT22

yy

xx

TT1111 TT1212

xx

TT2121 TT2222

••我们可以观察到如下事实我们可以观察到如下事实::
••一个子树的根必须与其子树的所有节点比较一个子树的根必须与其子树的所有节点比较
••不同子树中的节点不可能比较不同子树中的节点不可能比较
••任意两个节点至多比较一次任意两个节点至多比较一次

HIT
CS&E

••当当SS(i(i)), S, S(i+1)(i+1), , …… , , SS(j(j))在同一子树时在同一子树时 ,, SS(i(i))和和SS(j(j))才可能比较才可能比较
••由随机算法的特点由随机算法的特点, , SS(i(i)), S, S(i+1)(i+1), , …… , , SS(j(j))在同一子树的概在同一子树的概
率为率为11

••只有只有SS(i(i))或或SS(j(j))被选为划分点时被选为划分点时 , , SS(i(i))和和SS(j(j))才可能比较才可能比较
•• SS(i(i)), S, S(i+1)(i+1), , …… , , SS(j(j))等可能地被选为划分点等可能地被选为划分点 , , 所以所以SS(i(i))和和SS(j(j)   )   

进行比较的概率是进行比较的概率是 :  :  2/(j2/(j--i+1),  i+1),  即即

ppijij==22//(j(j--i+1)i+1)

HIT
CS&E

••现在我们有现在我们有

∑∑∑∑∑∑
= >= >= >

+−
==

n

i ij

n

i ij

n

i ij
ijij

pijXE
111

1
2][

定理定理.  .  随机排序算法的期望时间复杂性为随机排序算法的期望时间复杂性为O(O(nnloglognn))

)log(22
1 11

1

1

12 nnOnnH
n

i

n

k

n

i

in

k
kk ==≤≤ ∑∑∑ ∑

= ==

+−

=
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8.68.6 A MinA Min--Cut AlgorithmCut Algorithm

ll问题定义问题定义
ll随机算法随机算法
ll算法性能的分析算法性能的分析

HIT
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••输入输入::
––无向多重连通图无向多重连通图GG

••输出输出
––一个一个MinMin--CutCut

问题定义

••图图GG的一个的一个CutCut是一组边是一组边 , , 从从GG中删除这个中删除这个CutCut将导致将导致
两个或多个连通分量两个或多个连通分量

•• CutCut的大小是其边数的大小是其边数 , , 多重边重复计算多重边重复计算
••最小最小CutCut是具有最少边的是具有最少边的CutCut

HIT
CS&E

随机算法
••基本概念基本概念

––CutCut可以视为节点集的划分可以视为节点集的划分V=(C, VV=(C, V--C), CutC), Cut是所有是所有
GG中连接中连接CC和和VV--CC的边集合的边集合 ..

––图图GG的边的边(x, y)(x, y)的的contractioncontraction::
••用新节点代替节点用新节点代替节点xx和和yy或边或边(x, y),(x, y),
••∀∀vv∈∈VV,  ,  用边用边 (v, z)(v, z)代替边代替边(x, v)(x, v)或或 (y, v),(y, v),
••GG的其余部分保持不变的其余部分保持不变
例如例如::

收缩收缩eeee

11

22

55

44

33

55

44

33
1212
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––我们用我们用GG//(x, y)(x, y)表示表示GG的边的边(x, y)(x, y)的收缩的收缩
––边集合边集合FF⊆⊆GG收缩记作收缩记作GG//FF
––图图GG//FF的节点集合表示为的节点集合表示为VV//FF
––图图GG//FF的节点集合表示为的节点集合表示为EE//FF

HIT
CS&E

•• 随机算法随机算法
1.  1.  H=GH=G;;
2.  While    |2.  While    |H(V)H(V) || > 2    Do> 2    Do

3.3. 随机地从随机地从H(E)H(E)中选择一条边中选择一条边(x, y)(x, y);;
4.4. F=F=FF∪∪ {{(x(x, y), y)};};
5.5. HH==HH//(x, y);(x, y);
6.6. Cut=Cut=连接连接HH中两个元节点的中两个元节点的GG的所有边的所有边 ..

HIT
CS&E

例例

收缩收缩eeee

11

22

55

44

33

55

44

33
1212e1e1

收缩收缩e1e1 44
33

125125

e3e3

33
12541254收缩收缩e3e3

Cut={(1,3), (2, 3)}Cut={(1,3), (2, 3)}

HIT
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定理定理1. 1. 如果算法的输入是具有如果算法的输入是具有nn个节点的多重图个节点的多重图 , , 则则
算法的时间复杂性为算法的时间复杂性为O(nO(n22).).

证明证明 . . 一次边收缩需要一次边收缩需要O(nO(n))时间时间. . 
至多进行至多进行O(nO(n ))次收缩次收缩 ..
于是于是, , 算法时间复杂性为算法时间复杂性为O(nO(n22))..

注意注意: : 
我们仅证明了在我们仅证明了在O(nO(n22))时间内算法能够求出一个时间内算法能够求出一个CutCut,,
但是这个但是这个CutCut不一定是优化的不一定是优化的 ..

算法的性能分析算法的性能分析

HIT
CS&E

引理引理1. 1. 如果如果kk是是minmin--cutcut的大小的大小, , 则则GG至少有至少有kn/2kn/2条边条边 ..
证证 ..如果如果||G(E)|G(E)|<<kn/2kn/2 , , 则存在一个度小于则存在一个度小于kk的节点的节点pp. . 

删除与删除与pp相关连的相关连的kk条条 , , 把把GG划分为两个连通分划分为两个连通分
量量 , , 其一是仅包含其一是仅包含pp. . 
于是于是, , 与与pp相关连的边集合是一个相关连的边集合是一个cut. cut. 
但是这个但是这个cutcut的大小的大小<<kk, , 与与minmin--cutcut大小为大小为kk矛盾矛盾..

引理引理2. 2. 算法输出的算法输出的cutcut是连接两个剩余节点的没有被收是连接两个剩余节点的没有被收
缩过的边缩过的边..
证证 ..从算法定义可以看到从算法定义可以看到 , , 算法输出的算法输出的cutcut是连接两是连接两
个剩余节点的没有被收缩的边的集合个剩余节点的没有被收缩的边的集合 ..

HIT
CS&E

引理引理1. 1. 如果如果kk是图是图GG的一个的一个minmin--cutcut的大小的大小 , , 则则GG至少有至少有
kn/2kn/2条边条边..

证证 ..如果如果||G(E)|G(E)|<<kn/2kn/2 , , 则存在一个度小于则存在一个度小于kk的节点的节点pp. . 
删除与删除与pp相关连的相关连的kk条条 , , 把把GG划分为两个连通分划分为两个连通分
量量 , , 其一是仅包含其一是仅包含pp的连通分量的连通分量 . . 
于是于是, , 与与pp相关连的边集合是一个相关连的边集合是一个cut. cut. 

但是这个但是这个cutcut的大小的大小<<kk, , 与与minmin--cutcut大小为大小为kk矛盾矛盾..
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定理定理2. 2. 设设CC是一个是一个minmin--cut, cut, 其大小为其大小为kk. . 在算法结束在算法结束
时时 , , CC中无边被收缩过的概率大于中无边被收缩过的概率大于2/n2/n22..
证证 . . AAii表示第表示第ii步没有选中步没有选中CC的边的边, , 11≤≤ii≤≤nn--22. . 
在第在第11步步 , , 选中的边在选中的边在CC中的概率至多为中的概率至多为k/(kn/2)=2/n, k/(kn/2)=2/n, 即即

Pr(APr(A1 1 ))≥≥11--2/n.2/n.
在第在第22步步 , , 若若AA11发生发生,,则至少有则至少有k(nk(n--1)/21)/2条边条边 ((每次收缩减每次收缩减
少一个节点少一个节点), ), 选中选中CC中边的概率为中边的概率为2/(n2/(n--1)1), , 即即

Pr(APr(A22| A| A 1 1 ))≥≥11--2/(n2/(n--1).1).
在第在第ii步步, , 若若AA11至至AAii--11发生发生, , 则有则有nn--i+1i+1个节点个节点, , 即至少有即至少有
k(nk(n--i+1)/2i+1)/2条边条边, , 于是于是

Pr(APr(A ii|  |  ∩∩11≤≤jj≤≤ ii--1 1 AAjj ))≥≥11--2/(n2/(n--i+1)i+1)
最后我们有最后我们有

Pr(Pr(∩∩ 11≤≤ii≤≤nn--2 2 AAi i ) ) ≥≥ ΠΠ11≤≤ii≤≤nn--22((11--2/(n2/(n--i+1))=2/n(ni+1))=2/n(n--1)>2/n1)>2/n22

HIT
CS&E

推论推论1.1. 如果重复运行算法如果重复运行算法nn22/2/2次次, , 每次独立随机地选每次独立随机地选
择收缩边择收缩边, , 不能发现一个不能发现一个minmin--cutcut的概率为的概率为

en

n 121
2/2

2
<









 −



1. 考虑如下问题随机算法： 
     输入：S={s1,s2,…,sn | si∈R} 
     输出：min(S, k)—S 中第 k 小的元素 
     Random_Select(S,k) 

1. 从 S 中随机选择一个元素 s； 
2. S1={si| si∈S, si<s}, S2={si| si∈S, si>s}; 
3. IF  |S1|=k-1   THEN  返回 s; 
4. ELSE IF  |S1|>k  THEN 返回 Random_Select(S1, k); 
5. ELSE  返回 Random_Select(S2, k-|S1|); 

     问题： 
（1）该算法属于哪一类随机算法？ 

    （2）证明：存在常数 b<1，使得算法递归过程中所考虑集合的大小的数学期望为 bn。 
    （3）证明：算法时间复杂度的数学期望为 O(n)。 
2.  考虑最小割问题的随机算法： 
      输入：一个多重无向连通图 G=(V,E)； 
      输出：G 的一个最小边割。 
      Random_Mincut: 

1. 为图 G 的任意边赋予一个随机独立的正权值； 
2. 找出 G 的最小生成树 T； 
3. 删除 T 中权值最大的一条边得到两棵树 T1,T2； 
4. 令 T1 的顶点集为 C，则 T2 的顶点集为 V-C； 
5. cut={uv| uv∈E, u∈C, v∈V-C} 
6. 输出 cut. 

       证明：算法输出一个最小割的概率为Ω (1/n2). 
       提示：将上述算法与课堂上讲的算法关联起来。 
3. 考虑简单连通图G = (V;E)上的最大独立子集问题的如下随机算法。 

算法：IndependentSet() 
输入：G = (V;E)  
输出：I ⊆ V使得∀ uv∈E均有：u∈I 或 v∈I 
过程：1. 为V中每个顶点随机分配｛1,2,…,|V|｝中唯一标签，不同顶点具有不同

标签； 
            2. I →∅,  S ←V; 
            3. while  S ≠∅  do 
            4.   u ← S中标签最小的顶点 
              5．  I ← I ∪ {u} 
            6.   从 S 中删除 u 和 u 的相邻顶点； 
            7. return I 

将 IndependentSet 算法输出的集合记为 I。证明： 
（1）I 是 G = (V;E)的一个独立集； 
（2）对∀ u∈V,  u 在 I 中的概率等于 1/du, 其中 du表示 u 在 G 中的度。 

4.设 a1,a2,…,an是 n 个不同数构成的列表。如果 i<j 且 ai>aj则称 ai和 aj是倒置的。冒泡

排序算法的实质是不断交换列表中相邻的倒置元素，直到列表中没有倒置元素为止。假

设冒泡排序算法的输入是一个随机排列，等可能地是 n!个排列中的任意一个。确定冒泡

排序算法需要交换的倒置元素个数的数学期望。 



5.有一个函数 F:{0,1,…,n-1}→{0,1,…,m-1}，且 F( (x+y) mod n) = F(x)+F(y)  mod m 对

∀x,y∈{0,1,…,n-1}成立。设 F(x)存储在一个数组中，数组下标表示自变量的值，数组元

素的值表示函数值；由于某种意外，数组中 1/5 的函数值被恶意串改。试设计一个随机

算法使其对∀z∈{0,1,…,n-1}算法能够以大于 1/2 的概率计算出正确的 F(z)。如果运行算

法 3 次，你应该返回什么样的值，此时算法得到正确 F(z)的概率有什么变化？ 
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第九章第九章

Approximation  AlgorithmApproximation  Algorithm

骆吉洲骆吉洲
计算机科学与工程系计算机科学与工程系
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9.19.1 IntroductionIntroduction
9.29.2 The The VetexVetex--cover Problemcover Problem
9.3  9.3  The TravelingThe Traveling--salesman Problemsalesman Problem
9.4 9.4 The SetThe Set--covering Problemcovering Problem
9.5  9.5  Randomization and Linear ProgrammingRandomization and Linear Programming
9.6 9.6 The SubsetThe Subset--sum  Problemsum  Problem
9.7 9.7 Linear programming methods in approximate algorithmsLinear programming methods in approximate algorithms

提要提要
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第第3535章章

《《网站资料网站资料》》

第第99章章

HIT
CS&E

9.19.1 IntrodutionIntrodution

•• 近似近似算法的基本概念算法的基本概念
•• 近似近似算法的性能分析算法的性能分析

HIT
CS&E

•• 近似算法的基本思想近似算法的基本思想

–– 很多实际应用中问题都是很多实际应用中问题都是NPNP--完全问题完全问题

–– NPNP--完全问题的多项式算法是难以得到的完全问题的多项式算法是难以得到的

–– 求解求解NPNP--完全问题的方法完全问题的方法::
•• 如果问题的输入很小如果问题的输入很小, , 可以使用指数级算法圆满地可以使用指数级算法圆满地

解决该问题解决该问题

•• 否则使用多项式算法求解问题的近似优化解否则使用多项式算法求解问题的近似优化解

–– 什么是近似算法什么是近似算法
•• 能够给出一个优化问题的近似优化解的算法能够给出一个优化问题的近似优化解的算法

•• 近似算法主要解决优化问题近似算法主要解决优化问题

近似近似算法的基本概念算法的基本概念 HIT
CS&E

•• 近似算法的时间复杂性近似算法的时间复杂性
–– 分析目标和方法与传统算法相同分析目标和方法与传统算法相同

•• 近似算法解的近似度近似算法解的近似度
–– 本节讨论的问题是优化问题本节讨论的问题是优化问题

•• 问题的每一个可能的解都具有一个正的代价问题的每一个可能的解都具有一个正的代价
•• 问题的优化解可能具有最大或最小代价问题的优化解可能具有最大或最小代价
•• 我们希望寻找问题的一个近似优化解我们希望寻找问题的一个近似优化解

–– 我们需要分析近似解代价与优化解代价的差距我们需要分析近似解代价与优化解代价的差距
•• Ratio Bound Ratio Bound 
•• 相对误差相对误差
•• (1+(1+εε))--近似近似

近似近似算法的性能分析算法的性能分析
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定义定义11(Ratio Bound) (Ratio Bound) 设设AA是一个优化问题的近似是一个优化问题的近似

算法算法, , AA具有具有ratio bound ratio bound p(n)p(n), , 如果如果

其中其中nn是输入大小是输入大小, , CC是是AA产生的解的代价产生的解的代价,  ,  
CC**是优化解的代价是优化解的代价..

)(max *,
*

np
C

C
C
C ≤

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

如果问题是最大化问题如果问题是最大化问题, , maxmax{C/C*, C*/C}=C*/C{C/C*, C*/C}=C*/C
如果问题是最小化问题如果问题是最小化问题, max, max{C/C*, C*/C}=C/C*{C/C*, C*/C}=C/C*
由于由于C/C*<1C/C*<1当且仅当当且仅当C*/C >1C*/C >1, Ratio Bound, Ratio Bound不会小于不会小于11
Ratio BoundRatio Bound越大越大, , 近似解越坏近似解越坏
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•• 相对误差相对误差

定义定义22((相对误差相对误差)) 对于任意输入对于任意输入, , 近似算法的相对近似算法的相对

误差定义为误差定义为|C|C--C*|/C*, C*|/C*, 其中其中CC是近似解的代是近似解的代

价价, , C*C*是优化解的代价是优化解的代价. . 

定义定义33((相对误差界相对误差界) ) 一个近似算法的相对误差界一个近似算法的相对误差界

为为εε(n),(n), 如果如果|C|C--C*|/C*C*|/C*≤≤ εε(n)(n)..

HIT
CS&E结论结论1.  1.  εε(n) (n) ≤≤ p(n)p(n)--11..
证证.. 对于最小化问题对于最小化问题

εε(n)=|C(n)=|C--C*|/C*=(CC*|/C*=(C--C*)/C*=C/C* C*)/C*=C/C* --1=p(n)1=p(n)--11..
对于最大化问题对于最大化问题
εε(n)=|C(n)=|C--C*|/C*=(C*C*|/C*=(C*--C)/C*= (C*/C C)/C*= (C*/C --1)/(C*/C)1)/(C*/C)

= (p(n)= (p(n)--1)/p(n) 1)/p(n) ≤≤ p(n)p(n)--11..

对于某些问题对于某些问题, , εε(n)(n)和和p(n)p(n)独立于独立于n, n, 用用pp和和εε表示之表示之..
某些某些NPNP--完全问题的近似算法满足完全问题的近似算法满足: : 当运行时间增当运行时间增

加时，加时，Ratio BoundRatio Bound和相对误差将减少和相对误差将减少..
结论结论11表示表示, , 只要求出了只要求出了Ratio BoundRatio Bound就求出了就求出了εε(n)(n)

HIT
CS&E•• 近似模式近似模式

定义定义44 ((近似模式近似模式)) 一个优化问题的近似模式是一一个优化问题的近似模式是一

个以问题实例个以问题实例II和和εε>>00为输入的算法为输入的算法. . 对于任对于任

意固定意固定εε, , 近似模式是一个近似模式是一个(1+(1+εε))--近似算法近似算法..
定义定义55 一个近似模式一个近似模式A(I, A(I, εε))称为一个多项式时间称为一个多项式时间

近似模式近似模式, , 如果对于任意如果对于任意εε>>00, , A(I, A(I, εε))的运行的运行

时间是时间是|I||I|的多项式的多项式..

定义定义 66 一个近似模式称为完全多项式时间近似模一个近似模式称为完全多项式时间近似模

式式, , 如果它的运行时间是关于如果它的运行时间是关于1/1/εε和输入实和输入实

例大小例大小nn的多项式的多项式. . 

HIT
CS&E

9.2 9.2 The The VetexVetex--cover Problemcover Problem

问题的定义问题的定义
近似算法的设计近似算法的设计
算法的性能分析算法的性能分析

HIT
CS&E 问题的定义

输入输入:  :  无向图无向图G=(V, E)G=(V, E)
输出输出:  :  CC⊆⊆V, V, 满足满足

(1).(1). ∀∀((u, vu, v))∈∈EE, , uu∈∈CC或者或者vv∈∈CC
(2).(2). CC是满足条件是满足条件(1)(1)的最小集合。的最小集合。

理论上已经证明优化结点理论上已经证明优化结点
覆盖问题是覆盖问题是NPNP--完全问题完全问题. . 
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•• 算法的基本思想算法的基本思想

近似算法的设计

bb

aa

cc

ff

dd

ee gg

bb

aa

cc

ff

dd

ee gg

bb

aa

cc

ff

dd

ee gg

bb cc dd

ggee ff

算法解算法解:  {b, c, e, f, d, g}:  {b, c, e, f, d, g}

bb

aa

cc

ff

dd

ee gg

优化解优化解:  {b, e, d}:  {b, e, d}

HIT
CS&E

•• 算法算法

APPROXAPPROX--VertexVertex--Cover (G)Cover (G)
1.   1.   C=0C=0
2.   2.   EE’’=E=E[[GG];];
3.   While  3.   While  EE’’≠≠0   DO0   DO
4.4. 任取任取(u, v)(u, v)∈∈EE’’;;
5.5. C=CC=C∪∪{{u, vu, v};};
6.6. 从从EE’’中删除所有与中删除所有与uu或或vv相连的边相连的边;;
7.7. RoturnRoturn CC

HIT
CS&E

•• 时间复杂性时间复杂性
T(G)=O(|E|)T(G)=O(|E|)

•• Ratio BoundRatio Bound
定理定理. . ApproxApprox--VertexVertex--CoverCover的的Ratio BoundRatio Bound为为22..

证证.. 令令A={A={(u, v)(u, v) | | (u, v)(u, v)是算法第是算法第44步选中的边步选中的边}.}.
若若(u,v)(u,v)∈∈A, A, 则与则与(u, v)(u, v)邻接的边皆从邻接的边皆从EE’’中删除中删除..
于是于是, , AA中无相邻接边中无相邻接边..
第第55步的每次运行增加两个结点到步的每次运行增加两个结点到CC, , ||CC||==22||AA||..
设设C*C*是优化解是优化解, , C*C*必须覆盖必须覆盖A.A.
由于由于AA中无邻接边中无邻接边, , C*C*至少包含至少包含AA中每条边的一中每条边的一
个结点个结点.  .  于是于是, , 

||AA|≤||≤|C*C*||, , ||CC||==2|A|2|A|≤≤22||C*C*||, , 即即|C|/|C*||C|/|C*|≤≤22..

算法的性能分析算法的性能分析 HIT
CS&E

9.3 9.3 The TravelingThe Traveling--salesman  Problemsalesman  Problem

问题的定义问题的定义
近似算法设计近似算法设计
算法的性能分析算法的性能分析

HIT
CS&E 问题的定义

•• 输入输入
完全无向图完全无向图G=(V,E)G=(V,E);;
代价函数代价函数CC: : EE→→非负整数集合非负整数集合
CC满足满足三角不等式三角不等式:    :    

C(u,w)C(u,w)≤≤C(u,v)C(u,v)++C(v,w)C(v,w)..
•• 输出输出

具有最小代价的具有最小代价的HamiltonHamilton环环
• HamiltonHamilton环是一个包含环是一个包含VV中每个结点一次的简单环中每个结点一次的简单环..
•• 代价函数的扩展代价函数的扩展: : 设设AA⊆⊆EE, , C(A)C(A)==∑∑(u,v)(u,v)∈∈E E C(u, v)C(u, v)..
•• 不满足三角不等式的不满足三角不等式的TSPTSP问题无具有问题无具有常数常数Ration Ration 

BoundBound的近似算法的近似算法, , 除非除非NP=P.NP=P.

HIT
CS&E

•• 基本思想基本思想
–– 首先构造最小生成树首先构造最小生成树((可以使用第五章的算法可以使用第五章的算法))
–– 先序遍历最小生成树先序遍历最小生成树, , 构造构造TSPTSP的解的解

近似算法的设计近似算法的设计

aa dd

ee
bb ff gg

hh
cc

先序遍历先序遍历: : abchdefgaabchdefga

aa dd

ee
bb ff gg

hh
cc

先序遍历解先序遍历解 优化解优化解

dd

ee
bb

cc
ggff

hh

aa
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•• 近似算法近似算法
APPROXAPPROX--TSPTSP--TOUR(TOUR(G,CG,C))
1. 1. 选择一个选择一个rr∈∈VV[[GG]]作为生成树的根作为生成树的根;;
2. 2. 调用调用MSTMST--Prim(Prim(G, C, rG, C, r))生成一个最小生成树生成一个最小生成树TT;;
3. 3. 先序遍历先序遍历TT, , 形成有序结点表形成有序结点表LL;;
4. 4. 按照按照LL中的顺序访问各结点中的顺序访问各结点, , 形成哈密顿环形成哈密顿环..

HIT
CS&E 算法的性能分析

•• 时间复杂性时间复杂性
第第22步步:  :  O(|E|+|V|O(|E|+|V|loglog|V|)=O(|V||V|)=O(|V|22+|V|+|V|loglog|V|)=O(|V||V|)=O(|V|22))
第第33步步:  :  O(|E|)O(|E|)==O(|V|O(|V|22)), , 因为因为GG是完全图是完全图, , 
第第44步步:  :  O(|V|)O(|V|)
T(G)=O(|V|T(G)=O(|V|22))

HIT
CS&E

•• 解的精确度解的精确度
定理定理1.1. APPROXAPPROX--TSPTSP--TOURTOUR具有具有Ratio Bound 2.Ratio Bound 2.

证证..
设设H*H*是是TSPTSP问题的优化解问题的优化解, , HH是算法产生的近似解是算法产生的近似解..我我

们需要证明们需要证明C(H)C(H)≤≤2C(H*).2C(H*).
从从H*H*中删除任意一条边中删除任意一条边, , 可以得到可以得到GG的一个生成树的一个生成树TT’’.  .  
设设TT是算法第是算法第22步产生的导致步产生的导致HH的最小生成树的最小生成树, , 则则

C(T)C(T)≤≤C(T')C(T')≤≤C(H*)C(H*)..
TT的一个的一个full walk full walk WW列出了所有结点列出了所有结点((第一次访问的和第一次访问的和

以后从一个子树返回时再访问的以后从一个子树返回时再访问的). ). 前面例子的前面例子的full walkfull walk给给
出顺序出顺序:  a,b,c,b,h,b,a,d,e,f,e,g,e,d,a:  a,b,c,b,h,b,a,d,e,f,e,g,e,d,a

HIT
CS&E

由于由于WW通过每条边两次通过每条边两次, , C(W)C(W)==2C(T)2C(T), , 进而进而C(W)C(W)≤≤2C(H*)2C(H*)..
WW不是哈密顿环不是哈密顿环, , 因为它通过某些结点多于一次因为它通过某些结点多于一次. . 

根据三角不等式根据三角不等式, , 我们可以从我们可以从WW中删除对一个结点的中删除对一个结点的任何任何
访问访问, , 而不增加代价而不增加代价. (. (例如例如：：从从uu→→vv→→ww 删除删除vv得得uu→→w)w)

反复地应用上述操作反复地应用上述操作, , 我们可以从我们可以从WW中删除所有对任何结中删除所有对任何结
点的非第一次访问点的非第一次访问, , 得到一个算法中的得到一个算法中的preoderpreoder walkwalk. . 

在我们的例子中在我们的例子中, , 操作结果是操作结果是: a, b, c, h, d, e, f, g.: a, b, c, h, d, e, f, g.
由于由于TT的的preoderpreoder walkwalk导致导致HH, , 我们有我们有C(H)C(H)≤≤C(W)C(W), , 即即

C(H)C(H)≤≤2C(H*)2C(H*), , 
明所欲证明所欲证..

HIT
CS&E

定理2. 如果P≠NP，p>1, 则不存在Ratio Bound为p的求解一般TSP问题的多
项式时间近似算法。

证.反证法

近似求解一般TSP问题的难度

设P≠NP且对某p>1，存在近似比为p的一般TSP问题的多项式近似算法A .

令G=(V,E)是哈密顿回路问题的任意一个实例，则可以如下构造TSP的一个
实例G’=(V,E’) ，其中E’={(u,v)|u,v∈V, u≠v} ，C(u,v)＝1若uv∈E，否则C(u,v)＝
p|V|+1.显然，可以在|V|和|E|的多项式时间内由G建立出G’和C. 

一方面，如果G中具有一个哈密顿环H，则C分配给H的每条边的代价为1，
因此G’包含一个代价为|V|的TSP回路。

另一方面，如果G中不存在哈密顿环，则G’中的TSP回路至少有一条边不在E
中。故，G’的任意TSP回路的代价至少为(p|V|+1)+(|V|-1)>p|V|.

利用算法A去可以得到求解哈密顿回路问题的多项式时间算法如下。矛盾

G=(V,E)
变
换
算
法

算
法A

G’=(V,E’), C

TSP实例哈密顿环实例

H

TSP近似解
C(H)>p|V|

Y

N

G中没有哈密顿环

G中有哈密顿环H

HIT
CS&E

9.4  9.4  The SetThe Set--covering Problemcovering Problem

问题的定义问题的定义
近似算法的设计近似算法的设计
算法的性能分析算法的性能分析
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•• 输入输入: : 
有限集有限集X,   XX,   X的所有子集族的所有子集族F,  XF,  X==∪∪SS∈∈F F SS

•• 输出输出::
CC⊆⊆FF，满足，满足

(1). X=(1). X=∪∪SS∈∈C C S S ,,
(2). (2). CC是满足条件是满足条件(1)(1)的最小集族的最小集族, , 即即||CC||最小最小..

**最小集合覆盖问题是很多实际问题的抽象最小集合覆盖问题是很多实际问题的抽象..
**最小集合覆盖问题是最小集合覆盖问题是NPNP--完全问题完全问题..

问题的定义问题的定义 HIT
CS&E

SS11

SS22

SS33 SS44 SS55

SS66

X=12X=12个黑点个黑点,    ,    FF={={SS11, S, S22, S, S33, S, S44, S, S55, S, S66}}
优化解优化解CC={={SS33, S, S44, S, S55}}

••问题的实例问题的实例

HIT
CS&E

SS11

SS22

SS33 SS44 SS55

SS66

•• 基本思想基本思想

–– 贪心贪心选择选择::选择能覆盖最多未被覆盖元素的子集选择能覆盖最多未被覆盖元素的子集

近似算法的设计近似算法的设计

SS11

SS22

SS33 SS44 SS55

SS66

C=C={{SS11, , C=C={{SS11, S, S44, , 

SS11

SS22

SS33 SS44 SS55

SS66

C=C={{SS11, S, S44, S, S55, , 

SS11

SS22

SS33 SS44 SS55

SS66

C=C={{SS11, S, S44, S, S55, S, S33}}

SS11

SS22

SS33 SS44 SS55

SS66

HIT
CS&E

•• 算法算法
GreedyGreedy--SetSet--Cover(X, F)Cover(X, F)
1.  U1.  U←←XX;  ;  /* U/* U是是XX中尚未被覆盖的元素集中尚未被覆盖的元素集 **//
2.  C2.  C←θ←θ;;
3.  3.  WhileWhile UU≠θ≠θ DoDo
4.4. Select  SSelect  S∈∈F F 使得使得||SS∩∩UU||最大最大;;

/* Greedy/* Greedy选择选择——选择能覆盖最多选择能覆盖最多UU元素的子集元素的子集S */S */
5.       U5.       U←← UU--SS;;
6.       C6.       C←← CC∪∪{{SS}};; /* /* 构造构造XX的覆盖的覆盖 **//
7.  Return C.7.  Return C.

HIT
CS&E

•• 时间复杂性时间复杂性

–– 33--66的循环次数至多为的循环次数至多为min(min(||XX||, , ||FF||))
–– 计算计算||SS∩∩UU||需要时间需要时间O(O(||XX||))
–– 第第44步需要时间步需要时间O(O(||FF||||XX||))
–– T(X,F)=O(T(X,F)=O(||FF||||XX||min(min(||xx||,,||FF||))))

算法性能的分析算法性能的分析 HIT
CS&E•• Ration BoundRation Bound

定理定理1.1. 令令H(d)=H(d)=∑∑11≤≤ii≤≤dd1/I 1/I . Greedy. Greedy--SetSet--CoversCovers是多项式是多项式

p(n)p(n)--近似算法近似算法, , p(n)p(n)==H(maxH(max{|{|SS|| || SS∈∈FF}}).).
证证.. 我们已经算法是多项式算法我们已经算法是多项式算法, , 仅需计算仅需计算Ratio Bound.Ratio Bound.

设设C*C*是优化集合覆盖是优化集合覆盖, , C*C*的代价是的代价是||C*C*||. . 
令令SSii是由是由GreedyGreedy--SetSet--CoverCover选中的第选中的第ii个子集个子集..
当把当把SSii加入加入CC时时, , CC的代价加的代价加11. . 我们把选择我们把选择SSii增加的代增加的代
价均匀分配到由价均匀分配到由SSii首次覆盖的所有结点首次覆盖的所有结点. . 
∀∀xx∈∈XX, , 令令ccxx是分配到是分配到xx的代价的代价. . 若若xx被被SSii首次覆盖首次覆盖, , 则则

|)...(|
1

121 −∪∪∪−=
ii

x SSSSc
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显然显然, , 算法给出的解算法给出的解CC的代价为的代价为||CC||, , ||CC||平均地分布到平均地分布到XX的所的所
有点有点. . 由于由于C*C*也覆盖也覆盖XX, , 我们有我们有

∑∑∑
∈ ∈∈

≤=

*

||
CS Sx

x
Xx

x ccC

注意注意: : 上式的小于成立是因为上式的小于成立是因为C*C*中各子集可能相交中各子集可能相交, , 某些某些
ccxx被加了多次被加了多次, , 而左式每个而左式每个ccxx只加一次只加一次..

如果如果∀∀SS∈∈FF, , ∑∑xx∈∈S S ccxx≤≤H(H(||SS||))成立成立, , 则则
||CC|≤|≤ ∑∑SS∈∈C* C* H(|S|)H(|S|)≤|≤|C*C*|⋅|⋅H(maxH(max{|{|SS|| | S| S∈∈FF}})),,

即即|C|/|C*||C|/|C*|≤≤H(maxH(max{|{|SS|| | | SS∈∈FF}}), ), 定理成立定理成立..
下边我们来证明下边我们来证明: : 对于对于∀∀SS∈∈FF, , ∑∑xx∈∈S S ccxx≤≤H(H(||SS||))..

HIT
CS&E

对 于对 于 ∀∀ SS∈∈FF 和和 i=1,2,...i=1,2,...||CC||,, 令令 uuii==||SS--((SS11∪∪SS22∪∪......∪∪SSii))|| 是是 SS11 、、
SS22、、......、、SSii被选中后被选中后, , SS中未被覆盖的点数中未被覆盖的点数. . SSii先于先于SS被选中被选中..

令令uu00==||SS||, , kk是满足下列条件的最小数是满足下列条件的最小数: : uukk==00, , 即即SS中每个元素被中每个元素被
SS11、、SS22、、......、、SSkk中至少一个覆盖中至少一个覆盖..

显然显然, , uuii--11≥≥uuii, , uuii--11--uuii是是SS中由中由SSii第一次覆盖的元素数第一次覆盖的元素数..于是于是, , 

|...(| 1211
1

1)(
−=

−
∈

∪∪∪−
•=∑∑ −

ii

k

i
ii

Sx
x SSSSuuc

注 意注 意 : : ||SSii--((SS11∪∪SS22∪∪......∪∪SSii--11))|≥||≥|SS--((SS11∪∪SS22∪∪......∪∪SSii--11||==uuii--11, , 因 为因 为
GreedGreed算法保证算法保证: : SS不能覆盖多于不能覆盖多于SSii覆盖的新结点数覆盖的新结点数, , 否则否则SS将在将在
SSii之前被选中之前被选中. . 于是于是,,

∑∑
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∈
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1 1
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推论推论1.1. GreedyGreedy--SetSet--CoverCover是一个多项式是一个多项式ln(ln(||xx||+1)+1)--近近

似算法似算法..
证证. . 由不等式由不等式HH((nn))≤≤ln(ln(n+1n+1))可知可知

HH((maxmax{|{|SS|| | S| S∈∈FF}}))≤≤HH((||XX||))≤≤lnln||XX||+1.+1.

复杂性分析复杂性分析

HIT
CS&E

9.59.5 Randomization and Linear Randomization and Linear 
ProgrammingProgramming

求解求解MaxMax--33--CNFCNF问题随机近似算法问题随机近似算法
求解最小节点覆盖问题的线性规划算法求解最小节点覆盖问题的线性规划算法

HIT
CS&E

•• 基本概念基本概念

定义定义1. 1. 设设CC是随机近似算法是随机近似算法RASRAS产生的问题产生的问题PP的的近似近似

解的代价解的代价, , C*C*是问题是问题PP的准确解的代价的准确解的代价, n, n是是PP
的大小的大小. . 若若max(C/C*, C*/C)max(C/C*, C*/C)≤≤p(n), p(n), 则称则称RSARSA
具有近似比具有近似比p(n)p(n). . 我们也称我们也称RASRAS是一个随机是一个随机

p(n)p(n)--近似算法近似算法..

求解求解MaxMax--33--CNFCNF问题随机近似算法问题随机近似算法
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•• MaxMax--33--CNFCNF问题的定义问题的定义
输入输入: : 合取范式合取范式CNFCNF,,

每个析取式具有三个变量每个析取式具有三个变量,,

没有任何变量和它的非在同一个析取式中没有任何变量和它的非在同一个析取式中

输出输出: : 一个变量赋值一个变量赋值,,最大化值为最大化值为11的析取式个数的析取式个数

•• 随机算法随机算法

RandomRandom--MaxMax--33--CNF(CNF(CNFCNF))
1.1. For  For  对于对于CNFCNF中的每个变量中的每个变量xx DoDo
2.2. 随机地为随机地为xx赋值赋值: : xx =0=0的概率为的概率为1/2, 1/2, xx =1=1的概率为的概率为1/2;1/2;
3.3. Return. Return. 

HIT
CS&E•• 性能分析性能分析

定理定理.. RandomRandom--MaxMax--33--CNFCNF是一个随机是一个随机8/78/7--近似算法近似算法..
证证..
假定输入假定输入CNFCNF中具有中具有nn个变量个变量, , mm个析取式个析取式, , 第第ii个析取式的形个析取式的形

式为式为 xxi1i1∨∨xxi2i2∨∨xxi3i3. . 
对对i=1, 2,i=1, 2,……, m, m,  ,  定义随机变量定义随机变量:  :  

YYii=1  =1  如果第如果第ii个析取式为个析取式为1, 1, 否则否则YYii=0.=0.
PrPr((第第ii个析取式为个析取式为00)=)=Pr(xPr(xi1i1=0)Pr(x=0)Pr(xi2i2=0)Pr(x=0)Pr(xi3i3=0)=(1/2)=0)=(1/2)33=1/8.=1/8.
PrPr((第第ii个析取式为个析取式为11))=1=1-- 1/8 = 7/8.1/8 = 7/8.
EE[[YYii]=7/8. ]=7/8. 
令令Y=YY=Y11+Y+Y22++……++YYmm. . YY是是CNFCNF中值为中值为11的析取式的个数的析取式的个数..
EE[[YY]=]=∑∑11≤≤ii≤≤mmEE[[YYii]=]=∑∑11≤≤ii≤≤mm7/8=m7/8.7/8=m7/8.
显然显然, , 优化解的代价为优化解的代价为mm. . 于是近似比于是近似比=m/(m7/8)=8/7=m/(m7/8)=8/7 ..

HIT
CS&E

•• 问题的定义问题的定义

–– 输入输入:  :  无向图无向图G=(V, E), G=(V, E), 每个节点具有权每个节点具有权w(v)w(v)..
–– 输出输出:  :  CC⊆⊆V, V, 满足满足

(1). (1). ∀∀((u, vu, v))∈∈EE, , uu∈∈CC或者或者vv∈∈CC
(2). (2). w(C)w(C)最小最小, , w(C)w(C)==∑∑cc∈∈CCw(cw(c))..

以前的节点覆盖算法不再适用以前的节点覆盖算法不再适用!!

求解节最小点覆盖问题的线性规划算法求解节最小点覆盖问题的线性规划算法 HIT
CS&E

•• 问题转化为问题转化为00--11线性规划问题线性规划问题PP00--11

–– 对于对于∀∀vv∈∈VV, , 定义定义 x(v)x(v)∈∈{{0, 10, 1}}如下如下::
•• 若若vv在节点覆盖中在节点覆盖中, , 则则x(v)=1, x(v)=1, 否则否则x(v)=0.x(v)=0.
•• ∀∀(u, v)(u, v)∈∈E, E, 若若uu、、vv或两者在覆盖中或两者在覆盖中, , 则则x(u)+x(v)x(u)+x(v)≥≥11..

–– 对应的对应的00--11整数规划问题整数规划问题PP00--11

•• 优化目标优化目标: : 最小化最小化 ∑∑vv∈∈V V w(v)x(v)w(v)x(v)
•• 约束条件约束条件:  :  x(u)+x(v)x(u)+x(v)≥≥1     1     for for ∀∀vv∈∈V V 

x(v)x(v)∈∈{{0, 10, 1}     for }     for ∀∀vv∈∈VV
–– 00--11整数规划问题是整数规划问题是NPNP--完全问题完全问题

–– 我们需要设计近似算法我们需要设计近似算法

HIT
CS&E

•• 用线性规划问题的解近似用线性规划问题的解近似00--11规划问题的解规划问题的解

–– 对于对于∀∀vv∈∈VV, , 定义定义 x(v)x(v)∈∈[[0, 10, 1]]
–– PP00--11对应的线性规划问题对应的线性规划问题LPLP

•• 优化目标优化目标: : 最小化最小化 ∑∑vv∈∈V V w(v)x(v)w(v)x(v)
•• 约束条件约束条件:  :  x(u)+x(v)x(u)+x(v)≥≥1     1     for for ∀∀vv∈∈V V 

x(v)x(v)∈∈[[0, 10, 1]      for ]      for ∀∀vv∈∈VV
–– 线性规划问题具有多项式时间算法线性规划问题具有多项式时间算法

–– PP00--11的可能解是的可能解是LPLP问题的可能解问题的可能解

–– PP00--11解的代价解的代价≥≥LPLP的解的代价的解的代价

HIT
CS&E

•• 近似算法近似算法
ApproxApprox--MinMin--VC(VC(G, wG, w))
1.1. C=0C=0;;
2.2. 计算计算LPLP问题的优化解问题的优化解yy;;
3.3. For   each For   each vv∈∈VV DoDo
4.4. If    If    x(v)x(v)≥≥1/2     1/2     Then   Then   C=CC=C∪∪{{vv};};

/* /* 用四舍五入法把用四舍五入法把LPLP的解近似为的解近似为PP00--11的解的解 **//

5.5. Return   Return   C.C.
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•• 算法的性能算法的性能
定理定理.. ApproxApprox--MinMin--VCVC是一个多项式时间是一个多项式时间22--近似算法近似算法

证证. . 
由于求解由于求解LPLP需多项式时间需多项式时间, Approx, Approx--MinMin--VCVC的的ForFor循环需循环需

要多项式时间要多项式时间, , 所以算法需要多项式时间所以算法需要多项式时间. . 
下边证明下边证明ApproxApprox--MinMin--VCVC的近似比是的近似比是22..
往证算法产生的往证算法产生的CC是一个节点覆盖是一个节点覆盖. . 
∀∀(u, v)(u, v)∈∈EE,, 由约束条件可知由约束条件可知 x(u)+x(v)x(u)+x(v)≥≥11. . 于是于是, , x(u)x(u)和和x(v)x(v)

至少一个大于等于至少一个大于等于1/21/2, , 即即uu、、vv或两者在或两者在CC中中. . CC是一个覆盖是一个覆盖..

HIT
CS&E

往证往证w(C)/w(C*)w(C)/w(C*)≤≤ 2.2.
令令C*C*是是PP00--11的优化解的优化解, , z*z*是是LPLP优化解的代价优化解的代价. . 因为因为C*C*是是LPLP的的

可能解可能解,  ,  w(C*)w(C*)≥≥z*.z*.
z* = z* = ∑∑vv∈∈V V w(v)x(v) w(v)x(v) ≥≥ ∑∑vv∈∈V: x(v)V: x(v)≥≥1/2 1/2 w(v)x(v)w(v)x(v)

≥≥ ∑∑vv∈∈V: x(v)V: x(v)≥≥1/2 1/2 w(v)1/2w(v)1/2
= = ∑∑vv∈∈C C w(v)1/2w(v)1/2
= (1/2) = (1/2) ∑∑vv∈∈C C w(v)w(v)
= (1/2)w(C).= (1/2)w(C).

由由w(C*)w(C*)≥≥z*, z*, w(C*)w(C*)≥≥(1/2)w(C), (1/2)w(C), 即即 w(C)/w(c*)w(C)/w(c*)≤≤2. 2. 

HIT
CS&E

9.6 9.6 The SubsetThe Subset--sum  Problemsum  Problem

• 问题的定义问题的定义
•• 指数时间算法指数时间算法
•• 完全多项式时间近似模式完全多项式时间近似模式

HIT
CS&E

•• 输入输入::
((S, tS, t),  ),  SS=={{xx11, , xx22, ..., , ..., xxnn}}, , 
xxii和和tt均是正整数均是正整数

•• 输出输出::
∑∑xx∈∈A A x, x, 满足满足::
AA⊆⊆SS, , ∑∑xx∈∈AAxx≤≤tt
∑∑xx∈∈A A xx ==maxmax{ { ∑∑xx∈∈B B xx | | BB⊆⊆S S }}

问题定义

HIT
CS&E

•• 算法算法

((设设SS是集合是集合, , xx是正整数是正整数, , 定义定义S+xS+x={={s+xs+x || ss∈∈SS})})
ExactExact--SubsetSubset--Sum(Sum(S S =={{xx11, x, x22, ..., , ..., xxnn}}, t, t))
1.  1.  nn←|←|SS||;;
2.  2.  LL00←←<<00>>;
3.  For   3.  For   ii←←11 To     To     nn DoDo
4.      4.      LLii←←MergeMerge--List(List(LLii--11, L, Lii--11+x+xii););
5.      5.      删除删除LLii中所有大于中所有大于tt的元素的元素;;
6.  Return 6.  Return LLnn中最大元素中最大元素..

指数时间算法指数时间算法 HIT
CS&E

•• 计算过程：计算过程：

–– LL00=<0>=<0>
–– LL11=<0, x=<0, x11>> /* /* 前一个元素所有子集的和前一个元素所有子集的和((不大于不大于tt) */ ) */ 

–– LL22==<0, x<0, x11, x, x22, x, x11+x+x22>>
/* /* 前二个元素所有子集的和前二个元素所有子集的和((不大于不大于tt)) **//

–– LL33==<0, x<0, x11, x, x22, x, x11+x+x22, x, x33, x, x11+x+x33, x, x22+x+x33, x, x11+x+x22+x+x33> > 
/* /* 前三个元素所有子集的和前三个元素所有子集的和((不大于不大于tt)) **//

–– LLii==前前ii个元素所有子集的和个元素所有子集的和((不大于不大于tt))
对对nn作数学归纳法可以证明作数学归纳法可以证明::

LLnn==前前nn个元素所有子集的和个元素所有子集的和((不大于不大于tt))
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•• 时间复杂性时间复杂性

第第44步步:  |:  |LLii|=|=2|L2|Lii--11||＝＝2222|L|Lii--22||＝＝……＝＝22ii|L|L00|=2|=2ii

T(n)=O(2T(n)=O(2nn) ) 如果如果tt比较大比较大

1.  1.  nn←|←|SS||;;
2.  2.  LL00←←<<00>>;
3.  For   3.  For   ii←←11 To     To     nn DoDo
4.      4.      LLii←←MergeMerge--List(List(LLii--11, L, Lii--11+x+xii););
5.      5.      删除删除LLii中所有大于中所有大于tt的元素的元素;;
6.  Return 6.  Return LLnn中最大元素中最大元素..

HIT
CS&E

•• 基本思想基本思想::
修剪修剪LL, , 对于多个相近元素对于多个相近元素, , 只留一个代表只留一个代表, , 
尽量缩小每个尽量缩小每个LL的长度的长度
–– 设设δδ((0<0<δδ<1<1))是修剪参数是修剪参数, , 根据根据δδ修剪修剪LL::

(1).(1). 从从LL中删除尽可能多的元素中删除尽可能多的元素,,
(2).(2). 如果如果LL‘‘是是LL修剪后的结果修剪后的结果, , 则对每个从则对每个从LL中删除的元中删除的元

素素yy, , LL‘‘中存在一个元素中存在一个元素zz≤≤yy, , 使得使得

(1(1--δδ)y)y≤≤zz≤≤yy
–– 如果如果yy被修剪掉被修剪掉, , 则存在一个代表则存在一个代表yy的的zz在在LL中中, , 而且而且zz

相对于相对于yy的相对误差小于的相对误差小于δδ..

完全多项式时间近似模式完全多项式时间近似模式

HIT
CS&E•• 修剪算法修剪算法

Trim(Trim(LL=={{yy11, y, y22, ..., , ..., yymm}},,δδ)  )  /* /* yyii≤≤yyi+1i+1, , 0<0<δδ<1, <1, 输出缩小的表输出缩小的表LL′′. */. */

mm←|←|LL||;  ;  
LL′′←←<y<y11>>;;
lastlast←←yy11;;
For  For  ii←←22 To    To    mm DoDo

If   If   lastlast<<(1(1--δδ)y)yii

/*/*即即yyii--11<<(1(1--δδ)y)yii, , 由由LL和和LL’’有序有序, , 对对∀∀yy∈∈LL‘‘, , 不满足不满足(1(1--δδ)y)yii≤≤yy≤≤yyii */*/

Then  Then  yyii加入到加入到LL′′末尾末尾;  ;  /* /* 因因L'L'中目前没有能够表示中目前没有能够表示yyii的元素的元素 **//

lastlast←←yyii;;
Return Return LL′′ ..

•• 复杂性复杂性:  :  O(O(||LL||)=O(m))=O(m)

HIT
CS&E•• 完全多项式近似模式完全多项式近似模式

输入输入:  :  SS=={{xx11, x, x22, ..., , ..., xxnn}}, , t t ≥≥00, , 0<0<εε <1<1
输出输出:  :  近似解近似解zz
ApproxApprox--SubsetSubset--Sum(Sum(S, t, S, t, εε))
1. 1. nn←|←|SS||;;
2. 2. LL00←←<0><0>
3. For    3. For    ii←←11 To    To    nn DoDo
4.        4.        LLii←←MergeMerge--List(List(LLii--11, L, Lii--11+x+xii););
5.        5.        LLii←←Trim(Trim(LLii, , εε /n/n)   )   /* /* 修剪参数修剪参数δδ==εε /n/n */*/
6.        6.        从从LLii中删除大于中删除大于tt的元素的元素;;
7. 7. 令令zz是是LLnn中最大值中最大值;;
8. Return 8. Return z .z .

HIT
CS&E•• 性能分析性能分析

定理定理1.1. ApproxApprox--SubsetSubset--SumSum是子集求和问题的一个完是子集求和问题的一个完

全多项式时间近似模式全多项式时间近似模式..
证证..令令PP00={0}, ={0}, PPii=={{xx || xx==∑∑yy∈∈A A yy, , AA⊆{⊆{xx11, x, x22, ..., x, ..., xii}}}}. . 例如例如, , 

令令SS={1, 4, 5}, ={1, 4, 5}, 则则
PP11={0, 1}, ={0, 1}, 
PP22={0, 1, 4, 5}, ={0, 1, 4, 5}, 
PP33={0, 1, 4, 5, 6, 9, 10}.={0, 1, 4, 5, 6, 9, 10}.

使用数学归纳法可以证明使用数学归纳法可以证明: : PPii==PPii--11∪∪((PPii--11+x+xii). ). 
使用数学归纳法可以证明使用数学归纳法可以证明LLii是是PPii中所有不大于中所有不大于tt的元素的元素

的有序表的有序表..

HIT
CS&E

LLii经第经第55步修剪以及第步修剪以及第66步的大于步的大于tt元素的删除元素的删除, , 仍然有仍然有LLii⊆⊆PPii. . 
于是于是, , 第第88步返回的步返回的zz是是SS的某个子集的和的某个子集的和. . 我们需证明我们需证明

(1).  (1).  C*(1C*(1--εε))≤≤zz, , 即即(C*(C*--z)/C*z)/C*≤≤εε, , C*C*是优化解是优化解, , zz是近似解是近似解..
注意注意, , 由于子集合求和问题是最大化问题由于子集合求和问题是最大化问题, , (C*(C*--z)/C*z)/C*是算法是算法

的相对误差的相对误差..
(2). (2). 算法是关于算法是关于||SS||和和1/1/εε的多项式时间算法的多项式时间算法..
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(1). (1). 往证往证C*(1C*(1--εε))≤≤zz
对对ii作归纳法证明作归纳法证明: : ∀∀yy∈∈PPii, , yy≤≤tt, , 存在一个存在一个z'z'∈∈LLii使使(1(1--εε/n)/n)iiyy≤≤z'z'≤≤yy..
当当i=0i=0时时PPii={={00}, }, LLii={={00}, }, 命题成立命题成立..
设当设当ii≤≤kk时命题成立时命题成立. . PPk+1k+1= = PPkk∪∪{{PPkk+x+xk+1k+1}. }. 
由归纳假设由归纳假设,  ,  ∀∀yy∈∈PPk+1k+1∩∩PPkk, , yy≤≤tt, , 存在存在zz‘‘∈∈LLkk⊆⊆LLk+1k+1使使

(1(1--εε/n)/n)kkyy≤≤z'z'≤≤yy..
于是于是, , (1(1--εε/n)/n)k+1k+1yy≤≤z' z' ≤≤yy. . 

对于对于∀∀y'y'∈∈PPk+1k+1--PPkk,  ,  y'y'==y+xy+xk+1k+1 ≤≤tt,  ,  yy∈∈PPkk. . 由归纳假设由归纳假设, , 存在存在
z'z'∈∈LLkk⊆⊆LLk+1k+1使使(1(1--εε/n)/n)kkyy≤≤z'z'≤≤yy. . 于是于是, , 

(1(1--εε/n)/n)kky+xy+xk+1k+1≤≤z'+xz'+xk+1k+1≤≤y+xy+xk+1k+1..
由于由于z'z'∈∈LLkk, , z'+xz'+xk+1k+1∈∈LLk+1k+1, , 而且而且

(((1(1--εε/n)/n)kky+xy+xk+1k+1))--(((1(1--εε/n)/n)k+1k+1(y+x(y+xk+1k+1))))
==(1(1--εε/n)/n)kk((yy--(1(1--εε/n)y/n)y)+()+(xxk+1k+1--(1(1--εε/n)/n)k+1k+1xxk+1k+1)>0,)>0,

即即(1(1--εε/n)/n)k+1k+1(y+x(y+xk+1k+1))≤≤(1(1--εε/n)/n)kky+xy+xk+1k+1≤≤z'+xz'+xk+1k+1≤≤y+xy+xk+1k+1..

HIT
CS&E最后最后, , 若若C*C*∈∈PPnn是子集合求和问题的优化解是子集合求和问题的优化解, , 则存在一个则存在一个zz‘‘∈∈LLnn, , 

使使(1(1--εε/n)/n)nnC*C*≤≤zz’’≤≤C*C*. . 因算法解因算法解zz==max(max(LLnn)), , (1(1--εε/n)/n)nnC*C* ≤≤ zz’’≤≤zz≤≤C*C*..
由于由于(1(1--εε/n)/n)nn的一阶导数大于的一阶导数大于00, , (1(1--εε/n)/n)nn是关于是关于nn递增的函数递增的函数. . 

因为因为n>1n>1, , (1(1--εε)<(1)<(1--εε/n)/n)nn. . 
于是于是, , (1(1--εε)C*)C*≤≤zz, , 即近似解即近似解zz与优化解的相对误差不大于与优化解的相对误差不大于εε..
(2). 往证算法的时间复杂性是n与1/ε的多项式

先计算先计算||LLii||的上界的上界. . 修剪后修剪后, , LLii中的相邻元素中的相邻元素zz和和z'z'满足满足::
zz’’<<(1(1--εε/n)z/n)z, , 即即 z/zz/z′′>1/(1>1/(1--εε/n)/n)..

如果如果LLii中具有中具有k+2k+2个元素个元素, , 则必有则必有yy00=0, y=0, y11=z=z00, y, y22>z>z00⋅⋅1/(11/(1--εε/n), /n), 
yy33>z>z00⋅⋅1/(11/(1--εε/n)/n)22,,……, y, yk+1k+1>z>z00⋅⋅1/(11/(1--εε/n)/n)kk, , 而且而且zz00⋅⋅1/(11/(1--εε/n)/n)kk≤≤t. t. 

由由zz00⋅⋅1/(11/(1--εε/n)/n)kk≤≤t, kt, k≤≤loglog1/(11/(1--εε/n)/n)t, t, 对对loglog1/(11/(1--εε/n)/n)t, t, 台劳展开台劳展开ln(ln(11--εε/n/n),),
|L|Lii||==k+2k+2≤≤2+2+loglog1/(11/(1--εε/n)/n)t t =2+(ln=2+(lnt/t/--ln(ln(11--εε/n/n))))≤≤22++nnlnlnt/t/εε..

算法的运行时间是算法的运行时间是||LLii||的多项式的多项式, , 即即nn和和1/1/εε的多项式的多项式. . 

HIT
CS&E

9.7 9.7 近似算法中的线性规划方法近似算法中的线性规划方法

• 线性规划与对偶原理线性规划与对偶原理
•• MinMin--maxmax关系关系
•• 用线性规划方法设计近似算法的两类方法用线性规划方法设计近似算法的两类方法
••应用实例：集合覆盖问题的近似算法应用实例：集合覆盖问题的近似算法

HIT
CS&E 线性规划

线性规划问题：在约束条件为线性表达式的前提下对一
个线性目标函数进行优化

例1 minimize 7x1+x2+5x3

subject to x1-x2+3x3≥10

5x1+2x2-x3 ≥6

x1,x2,x3 ≥0

maximize 10y1+6y2

subject to  y1+5y2≤7

-y1+2y2 ≤ 1

3y1-y2 ≤ 5

-y1,-y2≤ 0线性规划的一般形式

最小化问题 最大化问题

min cx max by     

st.      Ax ≥ b                    st.    By ≤ c

HIT
CS&E

满足所有约束条件的一组变量称为线性规划问题的可行解

使得目标函数达到最优取值的可行解称为线性规划问题的最优解

minimize 7x1+x2+5x3

subject to x1-x2+3x3≥10

5x1+2x2-x3 ≥6

x1,x2,x3 ≥0
x=(2,1,3)是上述线性规划问题的一个可行解;x＝(7/4,0,11/4)是上
述线性规划问题的最优解，目标函数的最优值为26.

线性规划问题可以在多项式时间内求解：Karmarkar算法

HIT
CS&E

线性规划问题的对偶问题
minimize 7x1+x2+5x3

subject to x1-x2+3x3≥10

5x1+2x2-x3 ≥6

x1,x2,x3 ≥0

上述线性规划问题中，目标函
数的最优值z*至多是a吗？

由可行解：x=(2,1,3)知 z*≤30

Z*的上界最小应该是多少？
7x1+x2+5x3 ≥ x1-x2+3x3 ≥10

7x1+x2+5x3 ≥ 5x1+2x2-x3 ≥6

7x1+x2+5x3 ≥ y1(x1-x2+3x3）+ y2(5x1+2x2-x3) ≥10y1+6y2

maximize 10y1+6y2

subject to  y1+5y2≤7

-y1+2y2 ≤ 1

3y1-y2 ≤ 5

-y1,-y2≤ 0

(y1+5y2)x1 + (-y1+2y2)x2 + (3y1-y2)x3

对偶问题

对偶问题 原问题26
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对于一般的线性规划问题

Min  cx

St      Ax ≥ b

x ≥ 0
其对偶问题为

Max  bTy

St      ATy ≤ cT

y ≥ 0

原问题

对偶问题

HIT
CS&E 对偶定理

定理1. 在线性规划问题中，原问题的最优值有限当
且仅当对偶问题的最优值有限。并且，如果
x*=(x1

*,…,xn
*)和y*＝(y1

*,…,ym
*)分别是原问题和对

偶问题的最优解，则cx*=bTy*。

定理2. 在线性规划问题中，如果x=(x1,…,xn)和y＝
(y1,…,ym)分别是原问题和对偶问题的可行解，则
cx≥by。

证明：

HIT
CS&E

由于y是对偶问题的可行解，且xj非负

j

n

j

n

j

m

i
ijijj xyaxc∑ ∑ ∑

= = =

≥
1 1 1

)(

由于x是对偶问题的可行解，且yi非负

i

m

i
ii

m

i

n

j
jji ybyxa ∑∑ ∑

== =

≥
11 1

)(
注意到

i

m

i

n

j
jjij

n

j

m

j
iji yxaxya ∑ ∑∑ ∑

= == =

=
1 11 1

)()(
证毕

HIT
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定理3. 如果x=(x1,…,xn)和y＝(y1,…,ym)分别是原问
题和对偶问题的可行解，则x和y分别是原问题和对
偶问题的最优解当且仅当下面的条件同时成立：

原问题的补松弛条件：

jcnj ＝或者：对于 ∑
=

=≤≤
m

i
ijij yax

1
01

imi bxay
n

j
jjii ＝或者：对于 ∑

=

=≤≤
1

01

对偶问题的补松弛条件：

HIT
CS&E定理4. 如果x=(x1,…,xn)和y＝(y1,…,ym)分别是原问

题和对偶问题的可行解，且满足
原问题的补松弛条件：α ≥ 1

j
=

c=nj ≤≤0≤≤1 ∑
1

m

i
iji

j
j ya

c
x

α
或者：对于

i
=

•=mi bxaby
n

j
jjiii β≤≤0≤≤1 ∑

1

或者：对于
对偶问题的补松弛条件：β ≥ 1

则
∑∑

11

≤
m

i
ii

n

j
jj ybxc

==

•• βα

证明： ∑∑∑∑∑∑
11 11 11

≤)()(≤
m

i
ii

m

i
ij

n

j
ij

n

j
j

m

i
iij

n

j
jj ybyxaxyaxc

== == ==

••= βααα

许多(基于Primal-dual schema设计的)近似算法以定理4为理论基础

HIT
CS&E Min-max关系

最大流问题

输入：有向图G=(V,E)，源顶点s∈V, 接收顶点t ∈V,每条

边e的流量限制c(e)>0.

输出：从s到t的最大流。

即，对每条边e赋值f(e)使得∑ut ∈Ef(ut)最大且满足

流量约束: f(e)<c(e) 

守恒约束：∑uv ∈Ef(uv)＝∑uv’∈Ef(uv’)      u ∈V  u≠s, u≠t
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最小割问题

输入：有向图G=(V,E)，源顶点s∈V, 接收顶点t ∈V,每条

边e的流量限制c(e)>0.

输出：s和t之间的最小割。

即，s∈X⊆V，t ∈V-X使得∑u ∈X,v ∈V-Xc(uv)最小

任意s,t-割的容量给出了任意s,t-可行流的流量的上界

因此： 如果一个s,t-割的容量等于一个s,t-可行流的流
量，则该割是一个最小割且该流是一个最大流

最小割问题与最大流问题间的min-max关系

HIT
CS&E

Eij                          f             

Vi    f             

Eij                        f        

     

ij

ji

ij

∈≥

∈≤−

∈≤

∑∑
∈∈

0

0

..
max

:: Eijj
ij

Ejij

ij

ts

f

cts
f

      Vi                     0p             

Eij                    d             
p-p             

Eij    pp-d        

dc     

i

ij

ts

jiji

Eij
jiji

∈≥

∈≥
≥

∈≥+

∑
∈

0
1

0..

min

ts

{ }
{ }             Vi                p             

Eij               d             
p-p             

Eij    pp-d        

dc     

i

ij

ts

jiji

Eij
jiji

∈∈

∈∈
≥

∈≥+

∑
∈

1,0

1,0
1

0..

min

ts
考虑整数规划的解

ps*=1, pt*=0
X={i |pi*=1}    V-X={i |pi*=0}

X,V-X是一个最小s,t-割

最大流问题的线性规划表示

HIT
CS&E 两类基于LP方法的近似算法

很多组合优化问题可以表达成整数线性规划问题
将整数约束条件放宽，即得到一个线性规划问题

线性规划问题可以用Karmarkar算法在多项式时间内求解
如何将线性规划问题的解，变成整数得到原问题的一个近似解？

方法1：舍入法 保证舍入得到的近似解代价不会大幅度增加

LP-松弛问题

方法2：primal-dual schema

构造LP-松弛问题的一个整数可行解x作为输出

构造LP-松弛问题的对偶问题的可行解z

比较上述两个解的代价可以得到近似比的界限

两种方法的主要区别在于运行时间，第一种方法需要精确求
解线性规划，而第二种不需要。此外，由第二种方法得到的
算法可能能够转换成组合优化算法。

HIT
CS&E

LP方法的应用实例

集合覆盖问题

集合覆盖问题的线性规划表示

对偶过滤方法

舍入法

随机舍入方法

Primal-dual schema

HIT
CS&E

•• 输入输入: : 
有限集有限集U,  UU,  U的一个子集族的一个子集族SS,  X,  X==∪∪SS∈∈ SS SS，，每个每个
集合集合SS的代价的代价cc((SS))

•• 输出输出::
CC⊆⊆ S S ，满足，满足

(1). (1). UU==∪∪SS∈∈C C S S ,,
(2). (2). CC是满足条件是满足条件(1)(1)的代价最小的集族的代价最小的集族, , 即即
∑∑SS∈∈CCcc((SS))最小最小..

问题的定义问题的定义 HIT
CS&E 集合覆盖问题的线性规划表示

对F中的每个集合S，引入一个变量xS

xS=0 表示S∉C xS=1 表示S∈C

集合覆盖问题的线性规划表示
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HIT
CS&E LP-松弛问题—原问题

对偶问题

HIT
CS&E 贪心算法（对偶过滤方法）

贪心算法：

1. F=φ;    C= φ;

2. while  F≠U   do

从S中挑选一个集合S使得c(S)/|S-F|最小;

α = c(S)/|S-F|;

对任意e∈S-F，令price(e)= α;

C=C∪{S}，F=F ∪S, S=S-{S}；

3. 输出C

C的代价为∑e∈Uprice(e)

HIT
CS&E

引理1. 对任意e∈U令ye＝price(e)/Hn, 则由所有ye构成的向量y是
对 偶问题的一个可行解。

证明：显然ye≥0对任意e∈U成立，只需对任意S∈S验证∑e∈Sye≤c(S)成立.

假设将S中所有元素依它们在算法中被覆盖的先后次序列出为e1,…,ek

考察ei第一次被覆盖的时刻，由于S中此时还有k-i+1个元素未被覆
盖，将c(S)平摊到这些元素上，每个元素分得的代价为c(S)/(k-i+1)。

由于在覆盖ei时，S本身也是优选集合，且选择集合S’时要求
c(S’)/|S’-F|达到最小，故price(ei)≤ c(S)/(k-i+1)。进而

1
)(1

≤
+ik

Sc
H

y
n

ei －
故

)(≤)()...
1

11()(
1
1

1
∈

∑∑ ScSc
H
H

kkH
Scyy

n

k

n

k

i
eSe e i

=+++==
= －

证毕

HIT
CS&E

定理5. 贪心算法的近似比为Hn。

证明：

对偶问题 LP-松弛问题(原问题)

OPTf
OPT

对偶问题的可行解的值不超过集合覆盖问题最优解的值OPT
故

OPT
H

epricey
Ue

n
Ue e ≤

)(∑
∈

∑
∈

=

即 ∑e∈Uprice(e) ≤ Hn OPT     

注意：不等式的左端恰好是近似解的代价。

证毕

HIT
CS&E 舍入法

频率：对于e∈U，e的频率指的是S中包含e的集合的个数

f:  U中元素的最大频率

集合覆盖问题的LP-舍入算法

1. 用单纯形法求解LP-松弛问题

2. For  S∈S Do

IF  xS≥ 1/f     THEN     C＝C∪{S}

3.  输出C 

HIT
CS&E

定理6. 对于集合覆盖问题，LP-舍入算法的近似比为f
证明：

对于任意e∈U, 由于e至多属于f个集合中，为了确保

∑
∈
∈

1≥

Se
S

Sx
S

       

必有某个xS使得xS≥1/f。因此，算法输出的集族中必有一个集合
包含了e；进而，算法的输出覆盖了U。

在舍入过程中，对任意S∈C，xS被舍入为1，至多被放大f
倍。因此

∑∑ ∑∑ ∑∑
∈∈∈∈

)(1
≥

1)(≥)()(
CSCS S

S
CS S

SS
S

Sf Sc
f

c(S)x
f

Scc(S)xxScxScOPT  ++==
S 其他其他

从而， ∑S∈C c(S) ≤ f OPTf ≤ f OPT.

证毕
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HIT
CS&E 集合覆盖问题的LP-随机舍入算法

LP-随机舍入算法

1. 用单纯形方法求解LP-松弛问题得到最优解x=<xS:S∈S>

2. C=φ

3. For   ∀S∈S Do

独立地产生一个随机数 rand

IF    rand > 1-xS THEN      C=C∪{S};

/* S被选入C的概率为xS*/

4.     输出C

HIT
CS&E

定理7.  对于集合覆盖问题的LP-随机舍入算法，C的代价的数学
期望为OPTf，其中OPTf是LP-松弛问题的最优解的值。
证明：E(cost(C))=∑S∈S  pr[S被选入C].c(S)

= ∑S∈S xS . c(S)

=OPTf 证毕

定理8.  对于集合覆盖问题的LP-随机舍入算法，∀a∈U被C覆盖
的概率大于1－1/e。

证明：

设a属于S的k个集合中，将LP-松弛问题中这些集合对应的变量
记为x1,…,xk.

在LP-松弛问题的优化解中， x1＋…＋xk≥1。

HIT
CS&E

Pr[a未被C覆盖] ＝ (1-x1)(1-x2)…(1-xk)

≤ (1-(x1+…+xk)/k)k

≤ (1-1/k)k

Pr[a被C覆盖]    ＝ 1- Pr[a未被C覆盖]
≥ 1-(1-1/k)k

≥ 1-1/e 证毕

改进策略：为了得到完整的集合覆盖，独立运行LP-随机舍入
算法clog n次，其中c满足 ,将所有输出集合求并得到C’，
然后输出C’。

ne
nc

4
1

≤)1( log

Pr[C’未覆盖U] ≤ ∑a∈UPr[C’未覆盖a] ≤ n.[(1/e)clog n] = 1/4
E(cost(C’))=OPTf

.c.log n
Pr[cost(C’) ≥OPTf

.4c log n] ≤1/4
Pr[C’覆盖U 且 cost(C’)≤ OPTf.4c log n] = 1- Pr[C’未覆盖U 或 cost(C’)≥ OPTf.4c log n]

≤1-(1/4+1/4)=1/2

t
XEtXPMarkov r

)(
≤)( >不等式：

HIT
CS&E Primal-dual schema

基于Primal-dual Schema的集合覆盖近似算法

1.  x←0;           /*向量，S中的每个集合S对应一个分量xs*/
2.  y ←0;          /*向量，U中的每个元素e对应一个分量ye*/
3.  F←φ;          /*记录被覆盖的子集*/
4.  while    F≠U   Do
5.    取e0∈U-F;
6.    增大ye0

直到 ∑e: e∈Sye= c(S) 对某个S∈S成立;
7.    对第6步中满足∑e: e∈Sye= c(S) 的任意S∈S，令xs=1, F=F∪S;
8. 输出x中xs＝1的所有集合构成的子集族;

HIT
CS&E

引理2. 在上述算法中，while循环结束后，x和y分别是原问题和
对偶问题的可行解。

证明：

1. While循环结束后，U中的所有元素均被覆盖。

2.    算法初始时， 0 = ∑e: e∈Sye≤ c(S)对任意S∈S成立。

算法运行过程中，当∑e: e∈Sye＝ c(S)对某个S∈S成立
后，S中的所有元素均被加入到F中，因此在算法以后
运行的各个阶段内第5步不会再选中S中的任何元素，
即∑e: e∈Sye不会再增加。

基于以上两条原因，算法结束后， ∑e: e∈Sye≤ c(S)对
任意S∈S成立。

HIT
CS&E

引理3. 在上述算法中，while循环结束时x和y满足以下两个性质：

(1)    对于∀S∈S， xs≠0  ⇒ ∑e: e∈Sye＝ c(S) ;

(2)    对于∀e∈U， ye≠0 ⇒ ∑S：e∈S xs ≤ f （U中元素的最大频率）

证明：

1. 根据算法的第7步即可证得1。

2.  根据f的定义，对于∀e∈U, e至多属于f个集合; 且，对
于∀S∈S，xs＝1或0; 从而结论(2)成立. 
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定理9. 基于primal-dual schema的集合覆盖近似算法的近似比为f
由引理2和引理3，我们知道，算法结束时x和y分别是原问

题和对偶问题的可行解，且

(1)    对于∀S∈S， xs＝0  或 c(S)/1 ≤ ∑e: e∈Sye ≤ c(S) ;

(2)    对于∀e∈U， ye＝0 或 1 ≤ ∑S：e∈S xs ≤ f.1；

这恰好是定理4中的条件（α＝1 ，β＝f）。

由定理4，cost(C) = ∑S：S∈C c(S) = ∑S：S∈S xsc(S) ≤ 1.f. ∑e∈Uye

由于y是对偶问题的可行解，故∑e∈Uye ≤ cost(C*).

证明：

在算法设计过程中，我们实际上要先寻找恰当的α和β使得定
理4中的条件得到满足，然后用算法确保该条件成立。通常，我
们往往固定α或β为1，仅让另一个参数变化。算法近似比的好
坏，往往取决于所确定的参数的优劣。



1. SONET 电话负载问题 
输入：含有 n 个顶点的环（其中所有顶点按顺时针方向列出得到 0, 2, 3,…, n-1）。一个电

话呼叫集合 C，其中(i, j)∈C 表示节点 i 呼叫节点 j。任意电话的路由既可以按顺

时针方向进行也可以按逆时针方向进行。对于 C 中电话的路由策略，边(i, i+1 mod 
n)的负载为通过该边的电话个数 Li。环的总负载为 max1≤i≤n Li。 

输出：C 中电话的一个路由策略，使得环的总负载最小。 
问题：设计一个 2-近似算法求解 SONET 电话负载问题。 

2.  匹配问题 
Consider the maximum weight matching problem in a (non-bipartite) graph G = (V;E). 

More precisely, given a non-negative weight wij for every edge (i,j)∈ E, the problem is to find 
a matching of maximum total weight.  

Consider the following greedy algorithm: start from an empty matching and repeatedly 
add an edge of maximum weight among all edges which do not meet any of the edges chosen 
previously. Stop as soon as the matching is maximal (i.e., no other edge can be added). Let 
MG denote the greedy matching and ZG its cost. In this problem you are asked to show that the 
greedy algorithm is a 2-approximation algorithm. 
(a) Show that the following linear program gives an upper bound ZLP on the optimal value Zopt 

of the maximum weight matching problem. 
min  Σxi∈V xi 

s.t.   xi + xj ≥wij   for all (i; j) ∈E 
xi ≥ 0      for all i∈V 

(b) From the greedy matching MG, construct a feasible solution x to the above linear program 
and show that its value is 2ZG. Conclude that 2ZG≥Zopt. 

3.装箱问题 
输入：长度为 C 的箱子（数量不限），长度分别为 0≤w1,w2,…,wn≤C 的 n 个不可分割的物

品。 
输出：物品的装箱策略，使得所用箱子的个数最少。 
First-Fit 算法: 
依次考察每个物品。对于当前物品 i，在以前用过的箱子 B1,…,Bk中找到下标最小的能容

纳物品 i 的箱子，将物品 i 放入找到的箱子中；如果找不到这样的箱子，则新开一个箱子 Bk+1

将 i 放入。 
问题：证明 first-fit 算法的近似比为 2。 
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